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Einleitung

Die quantitative, konsistente Beschreibung von Mesonen und Baryonen, ist auch heute noch

eine der interessantesten Herausforderungen an die moderne Elementarteilchenphysik. Als zu-

grundeliegende Feldtheorie wird heute die sogenannte Quantenchromodynamik (QCD) als die

richtige elementare Theorie zur Beschreibung hadronischer Zust

�

ande allgemein anerkannt. Sie

kann wie fast alle Theorien von fundamentalen Wechselwirkungen (wie z.B. auch die Quanten-

elektrodynamik (QED)), aus dem Prinzip der lokalen Eichinvarianz hergeleitet werden. Dabei

wechselwirken Quarks als Tr

�

ager einer Farbladung mittels Austausch von Eichbosonen, den

sogenannten Gluonen, und bilden zusammengesetzte Systeme { eben die Hadronen. Dennoch

ist es nicht unproblematisch, innerhalb dieser Theorie die hadronischen Eigenschaften von Teil-

chen zu berechnen. Der Vergleich mit der QED zeigt signi�kante Unterschiede, die aus dem

nichtabelschen Charakter der zugrundeliegenden Eichgruppe resultieren. Statt nur einer besit-

zen die Quarks drei m

�

ogliche Farbladungen und die Gluonen sind selbst Farbladungstr

�

ager. In

Prozessen, wo gro�e Energien und Impuls

�

ubertr

�

age eine Rolle spielen kann man die Quarks als

freie Teilchen betrachten und eine st

�

orungstheoretische Rechnung durch Entwicklung nach der

Kopplungskonstanten �

s

vornehmen (Asymptotische Freiheit).

Die experimentell beobachteten Hadronen haben jedoch Anregungen mit typischen Energien

< 1 GeV. Eine perturbative Rechnung im Rahmen der QCD versagt aber wegen der wach-

senden Gr

�

o�e der Kopplungskonstanten �

s

bei mittleren und kleinen Energien, also gerade in

dem Bereich der hadronischen Grundzust

�

ande und niederenergetischen Anregungen. Zur Un-

tersuchung der Struktur und Wechselwirkung von Hadronen greift man daher i.a. auf Modell-

vorstellungen zur

�

uck. Der wichtigste Ansatz ist das sogenannte Konstituenten-Quarkmodell.

In diesem werden die gluonischen Freiheitsgrade bei niedrigen Energien durch Einf

�

uhrung von

sogenannten Konstituenten-Quarks mit einer e�ektiven Masse und einer e�ektiven Wechselwir-

kung eliminiert. Der langreichweitige Teil der Wechselwirkung, der dem Con�nement entspricht,

wird dabei durch einen geeigneten (i.a. linearen) Potentialansatz parametrisiert. Das komple-

xe Vielteilchensystem wird damit zu einem einfachen 3- (Baryon) bzw. bzw. 2-Teilchensystem

(Meson) reduziert und hadronische Zust

�

ande werden als Anregungen der Freiheitsgrade der

Konstituenten-Quarks verstanden. Im nichtrelativisischen Quarkmodell, wie es von Isgur und

Karl [5] am ausf

�

uhrlichsten diskutiert wurde, konnten mit einem solchen Ansatz die Spektren

von Mesonen und Baryonen gut beschrieben werden. Trotz der Erfolge des nichtrelativistischen

Quarkmodells bei der Berechnung von Meson- und Baryonmassen ist die Anwendbarkeit insbe-

sondere f

�

ur leichte Quarks (u,d,s) fraglich, da sich leichte Quarks mit relativistischen Geschwin-

digkeiten bewegen. In der Tat f

�

uhrt die naive Anwendung nichtrelativistischer Zerfallsformeln

zu falschen Resultaten insbesondere im Grundzustands-Meson-Oktett. Zur Berechnung von Zer-

fallsobservablen bedarf es also einer kovarianten Theorie.

Um sowohl die Massen als auch die Zerfallsobservablen von Mesonen berechnen zu k

�

onnen

wurde am Institut f

�

ur Theoretische Kernphysik von C. R. M

�

unz, J. Resag, B. C. Metsch

und H. R. Petry [13, 12, 10, 11] ein kovariantes Quarkmodell f

�

ur Mesonen entwickelt. Dieses

basiert auf der relativistischen 2-Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung [1], die in der rela-

1



2 Einleitung

tivistischen Quantenfeldtheorie einen gebundenen Zustand von zwei Teilchen beschreibt. Zur

Vermeidung von konzeptionellen Schwierigkeiten wird die instantane N

�

aherung dieser Glei-

chung (d.i. Salpeter-Gleichung [2]) verwendet, die immer noch formal kovariant ist. Der Quark-

Antiquark-Wechselwirkungskern der Salpeter-Gleichung besteht aus einem linerar ansteigenden

Con�nement-Anteil mit geeigneter Dirac-Struktur und einer zus

�

atzlichen Restwechselwirkung

('t Hooft's-Kraft) die aus Instanton-E�ekten in der QCD abgeleitet werden kann [32]. In die-

sem kovarianten Modell konnten sowohl die Spektren als auch elektroschwache Zerfallsobser-

vablen der Mesonen erfolgreich reproduziert werden. Insbesondere lieferte die Verwendung der

Instanton-induzierten Restwechselwirkung im Rahmen dieses relativistischen Modells die richti-

ge �����

0

-Aufspaltung und ���

0

-Flavour-Mischung, wobei zu betonen ist, da� die Verwendung

der 't Hooftschen-Kraft in einem nichtrelativistischen Mesonmodell diesbez

�

uglich nicht zu so gu-

ten Resulaten kam.

Die Erfolge des kovarianten Mesonmodells im Rahmen des Bethe-Salpeter-Formalismus sind eine

Motivation f

�

ur die Verallgemeinerung dieses Modells auf die Baryonen, die in der vorliegenden

Arbeit vorgenommen werden wird. Wir w

�

ahlen dazu entsprechend als Ausgangspunkt die 3-

Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung in instantaner N

�

aherung, deren 3-Quark-Wechsel-

wirkungskern analog zum Mesonmodell aus einem linear ansteigenden Con�nement-Anteil mit

gegeigneter Dirac-Struktur und der Instanton-induzierten Restwechselwirkung modelliert wird.

Zur Vermeidung konzeptioneller Schwierigkeiten werden Anteile von 2-Teilchen-Wechselwir-

kungskernen in der Bethe-Salpeter-Gleichung von vornherein vernachl

�

assigt. Die bisherigen

Rechnungen mit diesem Modell sind von rein spektroskopischer Art, doch wird es in Zukunft

m

�

oglich sein, wie im Fall der Mesonen auch f

�

ur die Baryonen elektroschwache Zerfallsobserva-

blen zu berechnen. Die Arbeit ist inhaltlich wie folgt in vier Kapitel gegliedert:

Im Kapitel 1 leiten wir die 3-Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung f

�

ur ein gebundenes System von

drei Fermionen (Quarks), sowie die Normierungsbedingung f

�

ur die L

�

osungen (Bethe-Salpeter-

Amplituden) dieser Gleichung her. Der Ausgangspunkt daf

�

ur ist die quantenfeldtheoretische

6-Punkt-Greensfunktion. Wir zeigen, wie man durch Ausnutzung der analytischen Struktur der

Greensfunktion am Pol eines gebundenen Zustands simultan die Gleichung und die Normierung

der Bethe-Salpeter-Amplituden durch eine Laurententwicklung gewinnt.

Im Kapitel 2 diskutieren wir kurz die konzeptionellen Schwierigkeiten der 8-dimensionalen

Bethe-Salpeter-Gleichung. Zur Vermeidung dieser Schwierigkeiten werden Anteile von 2-Teilchen-

Kernen komplett vernachl

�

assigt, f

�

ur den verbleibenden 3-Teilchen-Kern nehmen wir an, da�

Retardierungse�ekte keine Rolle spielen (instantane N

�

aherung). Dar

�

uberhinaus n

�

ahern wir

1-Teilchen-Propagatoren durch freie Propagatoren und f

�

uhren damit e�ektive Konstituenten-

Quarkmassen als Parameter in unser Modell ein. Dieses Konzept f

�

uhrt uns auf eine 6-dimensionale

Reduktion der Bethe-Salpeter-Gleichung { die Salpeter-Gleichung, die immer noch formal

kovariant ist und die volle Dirac-Struktur mit Komponenten positiver und negativer Energie

enth

�

alt. Die Salpeter-Gleichung l

�

a�t sich als ein Eigenwertproblem H� =M � f

�

ur die Masse M

des Baryons formulieren. Wir analysieren die Struktur und den L

�

osungsraum dieser Gleichung:

Es zeigt sich da� die instantane N

�

aherung zu einer Projektor-Struktur f

�

uhrt, die die Zahl der

unabh

�

angigen Funktionen zur Beschreibung des Baryonzustandes stark reduziert. Die Normie-

rungsbedingung der Bethe-Salpeter-Amplituden f

�

uhrt uns auf ein hermitesches, positiv de�nites

Skalarprodukt, was die Struktur unseres Problems und die Interpretierbarkeit der L

�

osungen �

(Salpeter-Amplituden) stark vereinfacht.

Im Kapitel 3 entwickeln wir eine Methode zur numerischen L

�

osung des Eigenwertproblems. Da-

zu wird die Salpeter-Amplitude nach einer geeigneten endlichen Basis entwickelt, wodurch sich

die Salpeter-Gleichung als ein reelles, symmetrisches Eigenwertproblem in Matrixform formu-

lieren l

�

a�t, dessen L

�

osung mit Standard-Diagonalisierungsverfahren trivial ist. Die Berechnung



Einleitung 3

der Matrixelemente bzgl. des oben erw

�

ahnten Skalarproduktes selbst ist dagegen nicht trivial

und numerisch sehr aufwendig. Wir entwickeln daher einen Formalismus, mit dem sich die Ma-

trixelemente der Dirac-Spinoren auf Matrixelemente von Pauli-Spinoren reduzieren lassen, die

dann mit bekannten Methoden (basierend auf dem Wigner-Eckart Theorem) relativ einfach zu

berechnen sind. Dieses L

�

osungsverfahren wurde in C++ programmiert.

Im Kapitel 4 benutzen wir den Formalismus als Grundlage f

�

ur ein kovariantes Quarkmodell

zur Berechnung der Massen und Salpeter-Amplituden der leichten Baryonen mit up-, down-

und strange-Inhalt. Analog zum kovarianten Salpeter-Meson-Modell von M

�

unz und Resag wird

das Con�nement durch ein linear ansteigendes 2-Teilchen-Potential mit einer Kombination ei-

ner skalaren und einer zeitartigen Vektor-Dirac-Spinstruktur parametrisiert. F

�

ur das Con�-

nementpotential untersuchen wir zwei Varianten (Modell I und II), die sich strukturell nur

in der gew

�

ahlten Dirac-Struktur des konstanten Anteils des Potentials unterscheiden. F

�

ur die

Beschreibung der Oktett-Grundzustandsbaryonen mu� zum Con�nement zus

�

atzlich eine Rest-

wechselwirkung addiert werden. Wie im Salpeter-Mesonmodell von M

�

unz und Resag benutzen

wir daf

�

ur die Instanton-induzierte Restwechselwirkung von 't Hooft. Eine nichtrelativistische

Version dieser Wechselwirkung [21{23] f

�

uhrte bereits zu guten Resultaten bei der Berechnung

von Baryon-Spektren. Dennoch konnten in dieser nichtrelativistischen Form einige Merkmale

der Spektren wie z.B. die Roper-Zust

�

ande N

1

2

+

(1440), �

1

2

+

(1600) und �

1

2

+

(1660) des Baryon-

spektrums ('Roper-Problem') nur ansatzweise beschrieben werden. Es zeigt sich in der Tat, da�

gerade die relativistische Behandlung der Instanton-induzierten Restwechselwirkung im Rah-

men unseres Salpeter-Baryon-Modells das Merkmal der Roper-Resonanzen beschreiben kann:

das Roper-Problem f

�

ur die Resonanzen N

1

2

+

(1440) und �

1

2

+

(1600) wird in beiden Modellen

in sehr guter

�

Ubereinstimmung mit dem Experiment gel

�

ost. F

�

ur die Resonanz �

1

2

+

(1660) er-

reichen wir zumindest eine Verbesserung gegen

�

uber dem nichtrelativistischen Modell. Neben

der Beschreibung der Gesamtstruktur der Baryonspektren f

�

ur beide Varianten des Con�ne-

mentpotentials bildet die Untersuchung von Instantone�ekten den Schwerpunkt dieses Kapitels.

Die obenen angesprochenen Roper-Resonanzen werden in allen Sektoren N

1

2

+

, �

1

2

+

, �

1

2

+

und

�

1

2

+

der Oktett-Gundzustandsbaryonen untersucht. Dar

�

uberhinaus studieren wir die Aufspal-

tung der Oktett-Grundzust

�

ande gegen

�

uber den Dekuplettzust

�

anden. Es zeigt sich, da� durch

't Hoofts Kraft in Verbindung mit dem Con�nement-Modell II, dessen konstanter Anteil eine

Projektor-Spinstruktur besitzt, das Spektrum der Grundzustandsbaryonen in guter

�

Uberein-

stimmung mit dem Experiment beschrieben werden kann. Die Aufspaltungen N ��, �� �

�

,

� � �

�

zwischen dem Dekuplett und dem Oktett, sowie die �� �-Di�erenz im Oktett werden

reproduziert. Das Modell I versagt diesbez

�

uglich im strange-Sektor.



Kapitel 1

Die 3-Fermionen

Bethe-Salpeter-Gleichung

In diesem Kapitel wollen wir mit Methoden der relativistischen Quantenfeldtheorie die Bethe-

Salpeter-Gleichung f

�

ur ein aus drei Fermionen bestehendes, gebundenes System herleiten. Wir

folgen hierbei der Idee von Gell-Mann und Low [4], die zur Herleitung der 2-Teilchen-Bethe-

Salpeter-Gleichung die Bethe-Salpeter-Amplituden in Beziehung zum 2-Teilchen-Propagator (4-

Punkt-Greensfunktion)setzen. Eine ausf

�

uhrliche Darstellung dieser Methode �ndet man z.B. in

dem Lehrbuch von Lurie [3].

In Analogie zu dieser Vorgehensweise gehen wir von der 6-Punkt Greensfunktion f

�

ur drei Fer-

mionen aus, f

�

ur die aus der St

�

orungstheorie eine Integralgleichung hergeleitet werden kann.

Die Essenz der Methode besteht nun darin, aus der Polstruktur der Greenschen Funktion in der

N

�

ahe eines gebundenen Zustands simultan eine Integralgleichung (die Bethe-Salpeter-Gleichung

in Integralform) und die Normierungsbedingung f

�

ur die Amplituden herzuleiten; dieses geschieht

durch eine Laurententwicklung der Greenschen Funktion am Pol des gebundenen Zustands.

Die Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung speziell f

�

ur den Fall von drei Teilchen �ndet man

z. B. in dem Lehrbuch von D. Flamm und F. Sch

�

oberl [25], sowie in einer Arbeit von Y. To-

mozawa [14], der die Methoden aus [3] f

�

ur drei Fermionen verallgemeinert. Weitere Grundlagen

zu diesem Kapitel sind in den Arbeiten von M. B

�

ohm und R.F. Meyer [16,17,15] beschrieben.

Eine ganz allgemeine quantenfeldtheoretische Beschreibung gebundener Zust

�

ande aus n Fermio-

nen durch Pole der n-Punkt-Greensfunktion kann man in dem Lehrbuch von S. Weinberg [18]

nachlesen. In der Vorgehensweise und Notation halten wir uns vornehmlich an die Arbeit von

C.R. M

�

unz [10].

1.1 Die Greensche Funktion f

�

ur drei Fermionen

In der relativistischen Quantenfeldtheorie wird die Propagation dreier miteinander wechselwir-

kender Fermionen durch den Vakuumerwartungswert eines zeitgeordneten Produktes von je

drei Fermionfeldoperatoren im Heisenberg-Bild 	 und

�

	 = 	

y




0

beschrieben; dieses ist die

Sechs-Punkt-Greensfunktion (3-Fermion-Propagtor):
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Diese stellt die Wahrscheinlichkeitsamplitude daf

�

ur dar, da� drei Fermionen an den Raum-

Zeit-Punkten

1

x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

erzeugt werden und zu den Raum-Zeit-Punkten x

1

; x

2

; x

3

propagieren.
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=
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Hierbei ist T der Zeitordnungsoperator, der in folgender Weise auf die Fermionfeldoperatoren

	 ,

�

	 wirkt:
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Die Indizes �; �

0

; �; �

0

; 
; 


0

sind Multi-Indizes f

�

ur Spin-, Flavour-, und Colour-Komponenten der

Quarks q, die durch die Fermionfeldoperatoren beschrieben werden. Der Zustand j0i beschreibt

das physikalische Vakuum.

In der St

�

orungstheorie f

�

ur n-Punkt-Greensfunktionen wird gezeigt, da� G(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

)

in der Form einer St

�

orungsreihe [3]
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geschrieben werden kann, wobei nun j0i das ungest

�

orte Vakuum ist und 	

Ip

,

�

	

Ip

,

^

H

Ip

sowie

^

H

Ip

die Fermionfeldoperatoren, der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator und der Wechselwirkungs-

Hamiltondichtoperator im Wechselwirkungsbild sind.

Der Vakuumerwartungswert auf der rechten Seite in (1.3) l

�

a�t sich mit demWickschen Theorem

berechnen und die Auswertung (z.B. im Fall der QED) von (1.3) zeigt, da� die Greensfunktion

s

�

amtliche verbundene Feynmangraphen

2

enth

�

alt, die zur Wechselwirkung zwischen den drei

Fermionen beitragen (siehe Abb. 1.1). F

�

ur die Beschreibung eines gebundenen Zustands der

G = ++

+ + ...

Abbildung 1.1: Entwicklung der 6-Punkt-Greensfunktion nach Feynmangraphen (z.B. in der

QED). Die

�

au�eren linien stellen freie 1-Teilchen Propagatoren dar.

drei Fermionen darf die St

�

orungsreihe (1.3) nicht abbrechen, denn Terme zu Feynmangraphen

h

�

oherer Ordnung k

�

onnen die gleiche Gr

�

o�enordnung haben wie Terme niedriger Ordnung. Um

alle relevanten Terme zu ber

�

ucksichtigen, kann man die St

�

orungsreihe in Form einer inhomgenen

Integralgleichung schreiben, indem man die Reihenfolge der Summanden in geeigneter Weise

umarrangiert [1, 4, 3, 25].

Dieses geschieht durch Klassi�zierung s

�

amtlicher Summanden der St

�

orungsreihe nach reduziblen

und irreduziblen Anteilen (Beispiele f

�

ur irreduzible Graphen sind in den Abbildungen 1.4 und

1.5 angegeben); die reduziblen Terme werden dann iterativ aus den irreduziblen erzeugt. Diese

2

Alle Graphen mit unverbundenen Vakuumblasen werden aufgrund des Normierungsfaktors in (1.3) fortgelas-

sen.
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Iteration schreibt sich formal als Integralgleichung
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(1.4)

Eine diagrammatische Darstellung der Integralgleichung (1.4) f

�

ur die 3-Fermionen-Greensfunktion

ist in Abbildung 1.2 zu sehen.
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Abbildung 1.2: Die Integralgleichung f

�

ur die 6-Punkt-Greensfunktion. K

(2)

und K

(3)

sind die

irreduziblen Kerne.

Gleichung (1.4) enth

�

alt folgende Bestandteile:
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angt der Feynmanpropagator S
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ur die Fourier-
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3

Wir haben hier (und im folgenden) die Konvention gew

�

ahlt, da�

�

uber doppelt vorkommende Indizes �;�; 


summiert wird.
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Abbildung 1.3: St

�

orungsreihe f

�

ur den vollen Quarkpropagator gem

�

a� Gleichung (1.3)
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onnen (siehe Abb. 1.4).
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alt er alle irreduziblen 3-Fermion-Wechselwirkungsdiagramme, die nicht

durch zerschneiden von nur drei Fermionlinien zerlegt werden k

�

onnen (siehe Abb. 1.5).
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Um im folgenden die Terme f
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�
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Wir setzen nun (vergl. Abb. 1.6)
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Abbildung 1.6: Zusammenfassung der irreduziblen Kerne K

(2)

und K

(3)

zu K

(2;3)

. Der aus-

gef

�

ullte Kreis kennzeichnet einen inversen Propagator.

Mit diesem zusammengefa�ten Kern K

(2;3)

schreibt sich dann Gleichung (1.4) wegen der Iden-

tit

�

at (1.8) in der kompakteren Form (vergl. Abb. 1.7):
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Abbildung 1.7: Die Integralgleichung f

�

ur die 6-Punkt-Greensfunktion mit formal zusammen-

gefa�ten Kernen K

(2;3)

.

Die Integralgleichung (1.10) kann durch

�

Anderung der Reihenfolge von S

F

1

S
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2

S
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3

und G auf

der rechten Seite in die

�

aquivalente adjungierte Integralgleichung umgeschrieben werden (vergl.

Abb.1.8):
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Abbildung 1.8: Die adjungierte Integralgleichung f

�

ur die 6-Punkt-Greensfunktion.

Wir wollen nun mit Hilfe von (1.10) bzw. (1.11) die Bethe-Salpeter-Gleichung herleiten. Dazu ist

es einfacher, die Integralgleichung f

�

ur die Greensfunktion in den Impulsraum zu transformieren.

Um die Schwerpunktskoordinate abseparieren zu k

�

onnen, f

�

uhren wir zun

�

achst folgende Jacobi-

Koordinaten ein:
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Die dazu kanonisch konjugierten Impulse sind
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�

�

1

3

(p

1

+ p

2

� 2p

3

) ; (1.13)

wobei P den Gesamt-4er-Impuls des Systems beschreibt. F

�

ur gleiche Zeiten x

0

1

= x

0

2

= x

0

3

entsprechen

~

X,

~

� und ~� im nichtrelativistischen Grenzfall den Schwerpunkts- und Relativkoor-

dinaten eines Systems von drei Teilchen gleicher Masse.

F

�

ur unser Problem ist jedoch die Wahl dieser Koordinaten (auch bei ungleichen Massen)

willk

�

urlich, und bis auf den Gesamt-4er-Impuls P haben diese Koordinaten im allgemeinen

keine direkte physikalische Bedeutung.

Die Inversen der Transformationen (1.12) und (1.13) lauten

x

1

= X +

1

2

� +

1

3

� ; x

2

= X �

1

2

� +

1

3

� ; x

3

= X �

2

3

� (1.14)

und

p

1

=

1

3

P + p

�

+

1

2

p

�

; p

2

=

1

3

P � p

�

+

1

2

p

�

; p

3

=

1

3

P � p

�

: (1.15)

F

�

ur die Koordinaten gilt dann

p

1

x

1

+ p

2

x

2

+ p

3

x

3

= PX + p

�

� + p

�

� ; (1.16)

und die Jacobi-Determinanten der Transformationen (1.12) und (1.13) und deren Inversen sind

gleich Eins:

�

�

�

�

@(X; �; �)

@(x

1

; x

2

; x

3

)

�

�

�

�

= 1 ;

�

�

�

�

@(P; p

�

; p

�

)

@(p

1

; p

2

; p

3

)

�

�

�

�

= 1 : (1.17)

Aufgrund der Raum-Zeit-Translationsinvarianz von G und K

(2;3)

d

�

urfen diese nur von transla-

tionsinvarianten Koordinaten abh

�

angen, also von �, �, �

0

, �

0

und X �X

0

.

Wir de�nieren daher die Fouriertransformierte von G durch

G(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) = G(X �X

0

; �; �; �

0

; �

0

)

�

Z

d

4

P

(2�)

4

e

�iP (X�X

0

)

Z

d

4

p

�

(2�)

4

d

4

p

�

(2�)

4

e

�ip

�

�

e

�ip

�

�

Z

d

4

p

0

�

(2�)

4

d

4

p

0

�

(2�)

4

e

ip

0

�

�

0

e

ip

0

�

�

0

� G(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) (1.18)
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und entsprechend diejenige von K

(2;3)

durch

K

(2;3)

(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) = K

(2;3)

(X �X

0

; �; �; �

0

; �

0

)

�

Z

d

4

P

(2�)

4

e

�iP (X�X

0

)

Z

d

4

p

�

(2�)

4

d

4

p

�

(2�)

4

e

�ip

�

�

e

�ip

�

�

Z

d

4

p

0

�

(2�)

4

d

4

p

0

�

(2�)

4

e

ip

0

�

�

0

e

ip

0

�

�

0

� K

(2;3)

(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

): (1.19)

Schlie�lich de�nieren wir f

�

ur eine kompaktere Schreibweise noch das Produkt der inversen 1-

Teilchen-Propagatoren im Impulsraum:

I

��

0

��

0





0

(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) � (2�)

8

�

(4)

(p

�

� p

0

�

)�

(4)

(p

�

� p

0

�

)

�

�

S

F

1

(

1

3

P + p

�

+

1

2

p

�

)

�

�1

��

0

�

S

F

2

(

1

3

P � p

�

+

1

2

p

�

)

�

�1

��

0

�

S

F

3

(

1

3

P � p

�

)

�

�1





0

: (1.20)

Mit diesen De�nitionen und den Eigenschaften der Jacobi-Koordinaten (1.16) und (1.17) erh

�

alt

man aus (1.10) die Integralgleichung f

�

ur die Greensfunktion im Impulsraum:

Z

d

4

p

00

�

(2�)

4

d

4

p

00

�

(2�)

4

�

I(P; p

�

; p

�

; p

00

�

; p

00

�

) + iK

(2;3)

(P; p

�

; p

�

; p

00

�

; p

00

�

)

�

G(P; p

00

�

; p

00

�

; p

0

�

; p

0

�

)

= 1I (2�)

8

�

(4)

(p

�

� p

0

�

)�

(4)

(p

�

� p

0

�

) (1.21)

mit 1I

��

0

��

0





0

� �

��

0

�

��

0

�





0

. Entsprechend bekommen wir aus (1.11) die adjungierte Integral-

gleichung im Impulsraum:

Z

d

4

p

00

�

(2�)

4

d

4

p

00

�

(2�)

4

G(P; p

�

; p

�

; p

00

�

; p

00

�

)

�

I(P; p

00

�

; p

00

�

; p

0

�

; p

0

�

) + iK

(2;3)

(P; p

00

�

; p

00

�

; p

0

�

; p

0

�

)

�

= 1I (2�)

8

�

(4)

(p

�

� p

0

�

)�

(4)

(p

�

� p

0

�

): (1.22)

Zum Abschlu� dieses Abschnitts geben wir noch die explizite Form des aus den irreduziblen

2-Fermionen- und 3-Fermionen-Wechselwirkungskernen K

(2)

und K

(3)

zusammenengesetzten

Kernes K

(2;3)

im Impulsraum an. Dazu de�nieren wir zun

�

achst zwei zu p

�

3

� p

�

und p

�

3

�

p

�

�

aquivalente S

�

atze von Relativimpulsen, die aus diesen durch zyklische Permutationen der

Teilchenindizes hervorgehen:

p

�

i

�

1

2

(p

j

� p

k

); p

�

i

�

1

3

(p

j

� p

k

� 2p

i

) f

�

ur(ijk) = (123) und (231): (1.23)

Der bisherige Satz (1.13) entspricht (ijk) = (312), und die neuen Relativimpulse gehen aus

diesen durch eine lineare Transformation mit Determinante Eins hervor:

 

p

�

p

�

!

=

 

p

�

3

p

�

3

!

=

 

�

1

2

�

3

4

1 �

1

2

! 

p

�

1

p

�

1

!

=

 

�

1

2

3

4

�1 �

1

2

! 

p

�

2

p

�

2

!

: (1.24)

Zur De�nition der Fouriertransformierten des 2-Fermionen-Kernes K

(2)

(x

j

; x

k

; x

0

j

; x

0

k

), der die

Wechselwirkung zwischen den Teilchen j und k beschreibt, f

�

uhren wir f

�

ur die Koordinaten x

j

und x

k

die 2-Teilchen-Koordinaten

X

(2)

i

�

1

2

(x

j

+ x

k

) ; x

(2)

i

� x

j

� x

k

mit (ijk) = zykl. Perm. von (123) (1.25)
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ein. Die hierzu kanonisch konjugierten Impulse sind:

P

(2)

i

� p

j

+ p

k

=

2

3

P + p

�

i

; p

(2)

i

�

1

2

(p

j

� p

k

) = p

�

i

(1.26)

P

(2)

i

ist also der Gesamtimpuls der zwei Teilchen j und k. Wieder die Translationsinvarianz aus-

nutzend wird die Fouriertransformierte f

�

ur den irreduziblen 2-Fermionen-Wechselwirkungskern

K

(2)

(j; k) durch

K

(2)

(x

j

; x

k

; x

0

j

; x

0

k

) = K

(2)

(X

(2)

i

�X

0(2)

i

; x

(2)

i

; x

0(2)

i

)

�

Z

d

4

P

(2)

i

(2�)

4

e

�iP

(2)

i

(X

(2)

i

�X

0(2)

i

)

Z

d

4

p

(2)

i

(2�)

4

d

4

p

0(2)

i

(2�)

4

e

�ip

(2)

i

x

(2)

i

e

ip

0(2)

i

x

0(2)

i

K

(2)

(P

(2)

i

; p

(2)

i

; p

0(2)

i

)

(1.27)

de�niert. Mit der Fouriertransformierten (1.19) von K

(2;3)

und Gleichung (1.9) �nden wir dann:

K

(2;3)

�

1

�

0

1

�

2

�

0

2

�

3

�

0

3

(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) =

K

(3)

�

1

�

0

1

�

2

�

0

2

�

3

�

0

3

(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

)

+

X

(ijk)=

(123);(231);(312)

K

(2)

�

j

�

0

j

�

k

�

0

k

(

2

3

P + p

�i

; p

�i

; p

0

�i

)

�

S

F

i

(

1

3

P � p

�i

| {z }

=p

i

)

�

�1

�

i

�

0

i

(2�)

4

�

(4)

(p

�i

� p

0

�i

):

(1.28)

1.2 Gebundene qqq-Zust

�

ande als Pole der Greenschen Funktion

Wir wollen nun den Anteil gebundener 3-Quark-Zust

�

ande an der Greenschen Funktion be-

stimmen. Wie in der relativistischen Quantenfeldtheorie

�

ublich, identi�zieren wir gebundene

Zust

�

ande und Resonanzen der Masse M mit Polen der Greensfunktion G als Funktion des

invarianten Quadrates des Gesamtimpulses P an der Stelle P

2

=M

2

. Mit Hilfe einer Laurent-

enwicklung um einen solchen Pol wird es uns m

�

oglich sein,

simultan

� eine homogene Integralgleichung f

�

ur die Amplitude herzuleiten, welche den gebundenen

Zustand beschreiben soll - diese Amplitude ist die sogenannte Bethe-Salpeter-Amplitude,

� die Normierung dieser Amplitude festzulegen (Normierungsbedingung).

Die 6-Punkt-Greensfunktion (1.1) beschreibt ganz allgemein die Propagation dreier miteinander

wechselwirkender Fermionen. Dabei ist noch nicht festgelegt, ob die Propagation

�

uber Streu-

zust

�

ande oder

�

uber die Bildung eines gebundenen Zustands erfolgt. Ebenso kann das einzelne

Fermion ein Quark q oder ein Antiquark �q sein: s

�

amtliche Kon�gurationen qqq, qq�q, q�q�q, �q�q�q

der Propagation sind in G enthalten. Letzteres wird durch die Zeitordnung bestimmt.

Um die Propagation eines Baryons, also eines vorw

�

arts in der Zeit propagierenden qqq-Zustandes

positiver Energie zu beschreiben, betrachten wir nur den Anteil von G mit der Zeitordnung

x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

> x

0

0

1

; x

0

0

2

; x

0

0

3

, der proportional ist zu

�

�

min(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

)�max(x

0

0

1

; x

0

0

2

; x

0

0

3

)

�

=

�

1 f

�

ur x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

> x

0

0

1

; x

0

0

2

; x

0

0

3

0 sonst

; (1.29)
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also:

G

��

0

��

0





0

(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) =

�h0jT

�

	

1

�

(x

1

)	

2

�

(x

2

)	

3




(x

3

)

�

T

�

�

	

1

�

0

(x

0

1

)

�

	

2

�

0

(x

0

2

)

�

	

3




0

(x

0

3

)

�

j0i

� �

�

min(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

)�max(x

0

0

1

; x

0

0

2

; x

0

0

3

)

�

+Terme von anderen Zeitordnungen: (1.30)

Im folgenden bezeichne j

�

P i den Zustandsvektor

4

eines gebundenen qqq-Systems mit

� 4er-Impuls

�

P = (!

P

;

~

P )

� Masse M =

p

�

P

2

� Energie !

P

=

q

j

~

P j

2

+M

2

.

Um nun aus (1.30) den Anteil gebundener qqq-Zust

�

ande zu extrahieren, schieben wir einen

vollst

�

andigen Satz gebundener Zwischenzust

�

ande j

�

P i mit Masse M ein und erhalten:

G

��

0

��

0





0

(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) =

�

Z

d

3

P

(2�)

3

2!

P

h0jT	

1

�

(x

1

)	

2

�

(x

2

)	

3




(x

3

)j

�

P i h

�

P jT

�

	

1

�

0

(x

0

1

)

�

	

2

�

0

(x

0

2

)

�

	

3




0

(x

0

3

)j0i

� �

�

min(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

)�max(x

0

0

1

; x

0

0

2

; x

0

0

3

)

�

+Terme, die nicht von gebundenen qqq-Zust

�

anden der Masse M herr

�

uhren. (1.31)

Die Zwischenzust

�

ande j

�

P i sind dabei entsprechend der Gleichung

h

�

P j

�

P

0

i = (2�)

3

2 !

P

�

(3)

(

~

P �

~

P

0

) (1.32)

lorentzinvariant normiert.

Wir de�nieren nun die 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Amplitude f

�

ur den gebundenen Zustand

j

�

P i als

�

�

P ��


(x

1

; x

2

; x

3

) � h0jT	

1

�

(x

1

)	

2

�

(x

2

)	

3




(x

3

)j

�

Pi (1.33)

und die adjungierte Bethe-Salpeter-Amplitude als

��

�

P �

0

�

0




0

(x

1

; x

2

; x

3

) � h

�

P jT

�

	

1

�

0

(x

0

1

)

�

	

2

�

0

(x

0

2

)

�

	

3




0

(x

0

3

)j0i: (1.34)

Nach (1.31) k

�

onnen wir dann im Ortsraum den Anteil gebundener Zust

�

ande an der Greensfunk-

tion durch die Salpeter-Amplituden �

�

P

und ��

�

P

darstellen:

G

��

0

��

0





0
(x

1

; x

2

; x

3

; x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) =

4

Das Baryon als gebundener qqq-Zustand ist nat

�

urlich nicht nur durch seine Masse M und den 4er-Impuls

�

P spezi�ziert, sondern besitzt noch die Quantenzahlen Spin (Gesamtdrehimpuls) und Parit

�

at J

�

, sowie die Fla-

vourquantenzahlen Isospin T und Strangenes S

�

, die wir zusammenfassen in � = (J

�

; T; S

�

). Der Zustandsvektor

eines gebundenen qqq-Systems ist also eigentlich bezeichnet durch j

�

P; �i. F

�

ur die Diskussion an dieser Stelle sind

die Quantenzahlen allerdings unerheblich und werden nicht kenntlich gemacht.



1.2. Gebundene qqq-Zust

�

ande als Pole der Greenschen Funktion 13

�

Z

d

3

P

(2�)

3

2!

P

�

�

P ��


(x

1

; x

2

; x

3

) ��

�

P �

0

�

0




0

(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

)

� �

�

min(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

)�max(x

0

0

1

; x

0

0

2

; x

0

0

3

)

�

+Terme, die nicht von gebundenen qqq-Zust

�

anden der Masse M herr

�

uhren. (1.35)

Dieser Zusammenhang soll nun im Impulsraum formuliert werden. Dazu separieren wir zun

�

achst

- wie im Anhang A.1 dargestellt - die Schwerpunktskoordinate X ab, um Bethe-Salpeter-

Amplituden zu erhalten, die nur noch von den Relativkoordinaten � und � abh

�

angen (siehe

Gleichungen A.5 bis A.8):

�

�

P ��


(x

1

; x

2

; x

3

) = e

�iX

�

P

�

�

P ��


(�; �) ; ��

�

P �

0

�

0




0

(x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

) = e

iX

0

�

P

��

�

P �

0

�

0




0

(�

0

; �

0

)

(1.36)

mit

�

�

P ��


(�; �) � h0jT	

1

�

(

1

2

� +

1

3

�)	

2

�

(�

1

2

� +

1

3

�)	

3




(

2

3

�)j

�

Pi

��

�

P �

0

�

0




0

(�

0

; �

0

) � h

�

P jT

�

	

1

�

0
(

1

2

�

0

+

1

3

�

0

)

�

	

2

�

0
(�

1

2

�

0

+

1

3

�

0

)

�

	

3




0
(

2

3

�

0

)j0i: (1.37)

F

�

ur diese 'schwerpunktseparierten' Bethe-Salpeter-Amplituden de�nieren wir die Fouriertrans-

formierten durch

�

�

P ��


(�; �)�

Z

d

4

p

�

(2�)

4

d

4

p

�

(2�)

4

e

�ip

�

�

e

�ip

�

�

�

�

P ��


(p

�

; p

�

) (1.38)
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P �
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; �
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) �
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d

4

p
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�

(2�)
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4

p

0

�

(2�)

4

e

ip

0

�

�

0

e

ip

0

�

�

0

��

�

P �

0

�

0




0

(p

0

�

; p

0

�

): (1.39)

Der Zusammenhang zwischen der Greensfunktion G und den Bethe-Salpeter-Amplituden im

Impulsraum wird ausf

�

uhrlich im Anhang A.4 hergeleitet. Es zeigt sich, da� gerade die Funktion

� in den Zeitvariablen f

�

ur einen gebundenen Zustand P

2

! M

2

(oder P

0

! !

P

) zu einem Pol

der Greensfunktion G(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) f

�

uhrt:

G

��

0

��

0





0

(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) =

�i

2!

P

�

�

P ��


(p

�

; p

�

)��

�

P �

0

�

0




0

(p

0

�

; p

0

�

)

P

0

� !

P

+ i�

+ regul

�

are Terme f

�

ur P

0

! !

P

: (1.40)

Gleichung (1.40) kann durch eine einfache Rechnung auch in die kovariante Form

G

��

0

��

0





0

(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) = �i

�

�

P ��


(p

�

; p

�

)��

�

P �

0

�

0




0

(p

0

�

; p

0

�

)

P

2

�M

2

+ i�

+ regul

�

are Terme f

�

ur P

2

!M

2

(1.41)

umgeschrieben werden.

Wir fassen zusammen:

� Ein gebundener Zustand des qqq-Systems f

�

uhrt in der Greenschen Funktion G im Im-

pulsraum zu einem Pol erster Ordnung in der Variablen P

0

an der Stelle P

0

= !

P

(bzw.

kovariant in der Variablen P

2

an der Stelle P

2

=M

2

).
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χ
P

2
- + iε

-i χ
_

M
2=GM

2
P

2
lim

Abbildung 1.9: Polbeitr

�

age eines gebundenen Zustandes der Masse M zur 3-Fermionen-

Greensfunktion und die Bedeutung der Salpeter-Amplituden.

� Das Residuum von G am Pol P

2

=M

2

Res

jP

2

=M

2
G(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) = lim

P

2

!M

2

(P

2

�M

2

) G(P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

)

= �i �

�

P

(p

�

; p

�

) ��

�

P

(p

0

�

; p

0

�

) (1.42)

ist gerade das Produkt

5

der Bethe-Salpeter-Amplitude mit der adjungierten Bethe-Salpeter-

Amplitude. Das bedeutet, da� auf der Massenschale des gebundenen Zustands (= Pol der

Greensfunktion) die Abh

�

angigkeit von den Relativimpulsen p

�

; p

�

und p

0

�

; p

0

�

separiert

(siehe Abbildung 1.9). Diesen Sachverhalt werden wir im n

�

achsten Abschnitt ausnutzen,

um aus der inhomogenen Integralgleichung (1.4) f

�

ur die Greensfunktion eine homogene

Integralgleichung f

�

ur die Bethe-Salpeter-Amplituden zu bestimmen.

1.3 Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung und der Normie-

rungsbedingung

In diesem Abschnitt werden wir aus der analytischen Struktur der Greensfunktion G (als Funk-

tion von P

0

) an ihren Polen und der Integralgleichung f

�

ur G simultan die Gleichung f

�

ur die

Bethe-Salpeter-Amplituden (Bethe-Salpeter-Gleichung) und die Normierung der Amplituden

(Normierungsbedingung) herleiten. Die hier verwendete Methode stammt urspr

�

unglich von Pe-

try [10] und wurde in der Arbeit von M

�

unz [10] zur Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung

und Normierungsbedingung f

�

ur Mesonen (q�q) verwendet.

Im Absschnitt 1.1 haben wir die Integralgleichung (1.21) und die adjungierte Integralgleichung

(1.22) f

�

ur die 6-Punkt-Greensfunktion im Impulsraum pr

�

asentiert. Wir k

�

onnen die Gleichungen

(1.21) und (1.22) als Operatorgleichungen au�assen und de�nieren daher f

�

ur eine kompaktere

Notation das Operatorprodukt

[I

P

G

P

]

��

0

��

0





0

(p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

)

�

Z

d

4

p

00

�

(2�)

4

d

4

p

00

�

(2�)

4

I

��

00

��

00





00
(P; p

�

; p

�

; p

00

�

; p

00

�

)G

�

00

�

0

�

00

�

0




00




0
(P; p

00

�

; p

00

�

; p

0

�

; p

0

�

) ; (1.44)

wobei wir uns die Operatoren parametrisch von dem 4er-Vektor P abh

�

angig denken.

Mit

1I

��

0

��

0





0

(p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) � (2�)

8

�

(4)

(p

�

� p

0

�

) �

(4)

(p

�

� p

0

�

)�

��

0

�

��

0

�





0

(1.45)

schreibt sich dann die Integralgleichung (1.21) f

�

ur die Greensfunktion G

P

, sowie die dazu ad-

jungierte Integralgleichung (1.22) in der kompakten Form

(I

P

+ iK

(2;3)

P

)G

P

= 1I ; G

P

(I

P

+ iK

(2;3)

P

) = 1I : (1.46)

5

Wir verwenden die Notation

�

�

�

P

(p

�

; p

�

) ��

�

P

(p

0

�

; p

0

�

)

�

��

0

��

0





0

� �

�

P
��


(p

�

; p

�

)��

�

P
�

0

�

0




0(p

0

�

; p

0

�

): (1.43)
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Wir fassen nun noch die Summe des inversen freien

6

qqq-Quarkpropagators I

P

und der zusam-

mengefa�ten irreduziblen Wechselwirkungskerne K

(2;3)

P

zu dem Pseudo-Hamiltonoperator H

P

zusammen

H

P

� (I

P

+ iK

(2;3)

P

) ; (1.47)

der wie G

P

parametrisch vom 4er-Impuls P abh

�

angt. Die Gleichung f

�

ur die Greensfunktion

lautet damit

H

P

G

P

= 1I (1.48)

und die adjungierte Gleichung

G

P

H

P

= 1I : (1.49)

1.3.1 Laurententwicklung der Greensfunktion

Um nun die Bethe-Salpeter-Gleichung f

�

ur die Bethe-Salpeter-Amplituden und ihre Normie-

rungsbedingung zu erhalten, nutzen wir die analytische Struktur der Greensfunktion G

P

als

Funktion von P

0

aus:

� Wir entwickeln die Greensche Funktion G

P

in der Variablen P

0

um !

P

=

q

j

~

P

2

j+M

2

(Laurententwicklung).

Mit dem Endresultat (1.40) im Abschnitt 1.2 erhalten wir folgende Entwicklung von G

P

beginnend mit der Ordnung (P

0

� !

P

)

�1

:

G

P

=

�i

2!

P

�

�

P

��

�

P

P

0

� !

P

+ i�

+

@

@P

0

h

(P

0

� !

P

)G

P

i

P

0

=!

P

+ O(P

0

� !

P

) : (1.50)

Zu bemerken ist hier, da� die P

0

-Abh

�

angigkeit im Term der Ordnung (P

0

� !

P

)

�1

tats

�

achlich nur im Nenner steht, da die Bethe-Salpeter-Amplituden �

�

P

und ��

�

P

nicht

von P

0

abh

�

angig sind; man beachte die Notation

�

P = (!

P

;

~

P ), P = (P

0

;

~

P ).

� Wir entwickeln ebenfalls den Pseudo-Hamiltonoperator H

P

als Funktion von P

0

in eine

Potenzreihe um !

P

=

q

j

~

P j

2

+M

2

(Taylorentwicklung) unter der Annahme, da� H

P

analytisch ist:

H

P

= H

�

P

+

@

@P

0

H

P

�

�

�

�

P

0

=!

P

(P

0

� !

P

) + O((P

0

� !

P

)

2

) (1.51)

Die Entwicklungen (1.50) und (1.51) werden in die Integralgleichung (1.48) H

P

G

P

= 1I einge-

setzt und wir erhalten:

�i H

�

P

�

�

P

��

�

P

(2!

P

) P

0

� !

P

+ i�

| {z }

Ordnung �1

+H

�

P

@

@P

0

h

(P

0

� !

P

)G

P

i

P

0

=!

P

� i

@

@P

0

H

P

�

�

�

�

P

0

=!

P

�

�

P

��

�

P

2!

P

| {z }

Ordnung 0

+ O(P

0

� !

P

)

| {z }

Ordnungen � 1

= 1I

|{z}

Ordnung 0

: (1.52)

Der Vergleich der Koe�zienten zu den verschiedenen Ordnungen in der Entwicklung (1.52)

liefert uns nun simultan die Bethe-Salpeter-Gleichung und die Normierungsbedingung:

6

Mit 'frei' ist hier gemeint, da� zwischen den einzelnen Fermionen keine Wechselwirkung statt�ndet, d.h. I

P

ist immer noch Produkt der vollen inversen Einteilchenpropagatoren.
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� Die Ordnung (P

0

� !

P

)

�1

f

�

uhrt auf die Bethe-Salpeter-Gleichung.

� Die Ordnung (P

0

� !

P

)

0

liefert die Normierungsbedingung.

1.3.2 Die Bethe-Salpeter-Gleichung

Aus dem Koe�zientenvergleich f

�

ur die Ordnung (P

0

� !

P

)

�1

resultiert zun

�

achst

H

�

P

�

�

P

��

�

P

= 0 ; (1.53)

oder voll ausgeschrieben

Z

d

4

p

00

�

(2�)

4

d

4

p

00

�

(2�)

4

H

��

00
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00
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(

�

P; p

�

; p

�

; p

00
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; p

00

�

)�

�

P �

00
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00

(p

00

�

; p

00

�

) ��

�

P �

0

�

0




0

(p

0

�

; p

0

�

) = 0: (1.54)

Wir k

�

onnen nun den Sachverhalt ausnutzen, da� auf der Massenschale die Abh

�

angigkeit von den

Relativimpulsen separiert. Der Operator H

P

wirkt hier n

�

amlich nur auf �

�

P

, so da� schlie�lich

nach Abspaltung von ��

�

P

gilt

H

�

P

�

�

P

= 0: (1.55)

Hier ist das Operatorprodukt analog zu (1.44) de�niert als

[H

�

P

�

�

P
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�
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�

) �

Z

d
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4
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0

�

; p

0

�

): (1.56)

Dieses ist die gesuchte Gleichung f

�

ur die Amplitude �

�

P

, die Bethe-Salpeter-Gleichung.

Ausgeschrieben lautet diese homogene Integralgleichung im Impulsraum

�

�
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; p

�1

): (1.57)

Eine diagrammatische Darstellung dieser homogenen Integralgleichung ist in Abbildung (1.10)

gegeben.
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χ χ=

χΣ
zykl. Perm.

1,2,3

(3)

+
(2)

iK

iK-

-

Abbildung 1.10: Diagrammatische Darstellung der Bethe-Salpeter-Gleichung

Wenn entsprechend die Entwicklungen (1.50) und (1.51) in die adjungierte Integralgleichung

(1.49) G

P

H

P

= 1I eingesetzt werden, erh

�

alt man in analoger Weise die adjungierte Bethe-

Salpeter-Gleichung f

�

ur die adjungierte Amplitude ��

�

P

��

�

P

H

�

P

= 0 (1.58)

mit dem Operatorprodukt

[��
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�

P; p

0

�

; p
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�

; p

�

; p

�

) : (1.59)

χ χ=
__ (2,3)

iK-

Abbildung 1.11: Die adjungierte Bethe-Salpeter-Gleichung mit formal zusammengefa�ten

Kernen K

(2;3)

.

1.3.3 Die Normierungsbedingung

Aus dem Koe�zientenvergleich in (1.52) f

�

ur die 0. Ordnung folgt

H

�

P

@

@P

0

h

(P

0
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P
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P

= 1I : (1.60)

Multipliziert man nun von links mit der adjungierten Amplitude ��

�

P

, so verschwindet wegen

der adjungierten Bethe-Salpeter-Gleichung ��

�

P

H

�

P

= 0 der erste Term und wir bekommen die

Normierungsbedingung
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: (1.61)

F

�

uhren wir das Produkt explizit aus, so schreibt sich die Normierungsbedingung (1.61):
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mit
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(2;3)
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) : (1.63)

Die Normierungsbedingung ist in Abbildung 1.12 diagrammatisch dargestellt. Sie ist zwar nicht

χ+
-1

dP0
d = i 2ωP

χ- iK
(2,3)

Abbildung 1.12: Die Normierungsbedingung f

�

ur die Bethe-Salpeter-Amplituden

explizit lorentzkovariant, gilt jedoch in dieser Form in einem beliebigen Bezugssystem, da sich

beide Seiten der Gleichung (1.61) wie die Zeitkomponente eines 4er-Vektors transformieren.

Gleichung (1.61) l

�

a�t sich aber in eine

�

aquivalente explizit kovariante Form umschreiben:
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(1.64)

Wir haben somit folgendes erreicht:

� Mit der Bethe-Salpeter-Gleichung (1.57) haben wir nun eine formal kovariante, homogene

Integralgleichung f

�

ur 8�8�8 - komponentige Funktionen in den acht Variablen (p

0

�

; ~p

�

) und

(p

0

�

; ~p

�

) gefunden. Sie ist von den vier Parametern (P

0

;

~

P ) abh

�

angig. F

�

ur einen gegebenen

Propagator S

F

und gegebenen irreduziblen Wechselwirkungskernen K

(2)

und K

(3)

liefert

die L

�

osung dieser Gleichung die Bethe-Salpeter-Amplitude �

�

P

und Massen P

2

= M

2

f

�

ur

ein gebundenes System aus drei Fermionen (Quarks).

� Durch die Normierungsbedingung (1.61) wird zus

�

atzlich eine Randbedingungen an die

L

�

osungen dieser homogenen Integralgleichung gestellt. Randbedingungen dieser Art sind

notwendig, um ein diskretes Spektrum P

2

=M

2

f

�

ur die gebundenen Zust

�

ande zu erhalten.



Kapitel 2

Die instantane N

�

aherung und die

Salpeter-Gleichung

Die exakte L

�

osung der allgemeinen Bethe-Salpeter-Gleichung f

�

ur hadronische Bindungszust

�

ande

ist im Rahmen der QCD nicht m

�

oglich:

� Der Quarkpropagator S

F

ist keine bekannte Funktion in der QCD. Um die Bethe-Salpeter-

Gleichung exakt zu l

�

osen, m

�

u�te man zun

�

achst die Dyson-Schwinger-Gleichung f

�

ur den

1-Teilchen-Propagator in der QCD l

�

osen.

� Ebenso wie S

F

sind auch die Wechselwirkungskerne K

(2)

und K

(3)

(als Summen von

unendlich vielen Feynman-Graphen) unbekannte Funktionen. Sie m

�

ussen z.B. das Con-

�nement der Quarks in einem Hadron realisieren; jedoch ist innerhalb der QCD die

Con�nement-Wechselwirkung zwischen den Quarks bis heute nicht richtig verstanden.

Dar

�

uberhinaus tritt allgemein (nicht nur in der QCD) ein weiteres Problem in der Bethe-

Salpeter-Gleichung auf:

Im Gegensatz zur nichtrelativistischen Schr

�

odinger-Gleichung enth

�

alt die Bethe-Salpeter-Am-

plitude �

�

P

(�; �) die relativen Zeit-Variablen �

0

und �

0

, die dazu f

�

uhren, da� im Impulsraum

die Amplitude �

�

P

(p

�

; p

�

) eine Funktion der Relativenergien p

0

�

und p

0

�

ist. Diese Abh

�

angig-

keit von den Relativenergien hat im allgemeinen eine komplizierte analytische Struktur der

Bethe-Salpeter-Gleichung und damit prinzipielle und technische Probleme bei der L

�

osung die-

ser achtdimensionalen Gleichung zur Folge. Es gibt nur sehr wenige Beispiele, in denen die

Bethe-Salpeter-Gleichung exakt gel

�

ost werden kann. Das wohl bekannteste Beispiel im Fall der

2-Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung ist das Modell von Wick [7] und Cutkosky [8], in dem zwei

skalare Teilchen durch den Austausch eines masselosen skalaren Teilchens in Leitern

�

aherung

wechselwirken: In diesem Modell ist die Polstruktur so einfach, da� eine Wick-Rotation in der

komplexen Ebene der Relativenergie ausgef

�

uhrt werden kann.

Wir werden deshalb in dieser Arbeit nicht die volle Bethe-Salpeter-Gleichung zur Beschreibung

gebundener 3-Quark-Zust

�

ande verwenden. Stattdessen umgehen wir wie in dem relativistischen

Mesonmodell von M

�

unz und Resag [10, 11] durch folgende N

�

aherungen die oben genannten

Probleme:

� Wir ersetzen den vollen Quarkpropagator durch den freien 1-Fermion-Propagator und

f

�

uhren damit in unser Modell e�ektive Konstituenten-Quarkmassen als Modellparameter

ein. Diese N

�

aherung entspricht dem Bild eines Hadrons als ein aus Konstituenten beste-

hendes, gebundenes System, analog zum nichtrelativistischen Quarkmodell.

� Wir vernachl

�

assigen Retardierungse�ekte in der Wechselwirkung, d.h. wir nehmen an, da�

im Ruhesystem des Baryons die Wechselwirkungskerne unabh

�

angig von den Relativener-

19
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�

aherung und die Salpeter-Gleichung

gien p

0

�

und p

0

�

sind (instantane N

�

aherung), so da� die Kerne formal als Potentiale

geschrieben werden k

�

onnen.

Wir tragen hiermit der Tatsache Rechnung, da� der dynamische Ursprung des Con�ne-

ments in der QCD unverstanden ist. Stattdessen k

�

onnen wir nun versuchen, durch einen

geeigneten Potentialansatz das Con�nement zu parametrisieren. Im nichtrelativistischen

Quarkmodell [21,22] liefern solche (z.B. linearen oder quadratischen) Potentialans

�

atze f

�

ur

das Con�nement eine realistische Beschreibung des Baryonen- und Mesonen-Spektrums.

Auch QCD-Gitterrechnungen motivieren die Parametisierung des Con�nements mittels li-

near ansteigender Potentiale. Es hat zwar auch Versuche gegeben solche Potentialans

�

atze

f

�

ur vier Dimensionen zu verallgemeinern, jedoch liefern diese Ans

�

atze kein diskretes Spek-

trum [9].

Bei der Berechnung von Meson-Spektren und elektromagnetischer Eigenschaften von Mesonen

im Bethe-Salpeter-Formalismus [10,11] lieferte dieses Konzept sehr gute Resultate, so da� auch

in unserem Baryon-Modell ein solcher Ansatz ad

�

aquate Ergebnisse zu liefern verspricht.

Unabh

�

angig von diesem Konzept werden wir zur weiteren Vereinfachung des Problems den irre-

duziblen 2-Teilchen-Wechselwirkungskern K

(2)

vernachl

�

assigen. Ausgangspunkt f

�

ur die weitere

Vorgehensweise ist somit eine zur Meson-Bethe-Salpeter-Gleichung des Modells [10,11] ganz ana-

loge Baryon-Bethe-Salpeter-Gleichung, die statt der freien Quark- und Antiquarkpropagatoren

drei freie Quarkpropagatoren und statt des irreduziblen Fermion-Antifermion-Wechselwirkungs-

kerns den irreduziblen 3-Fermionen-Wechselwirkungskern enth

�

alt.

Diese drei N

�

aherungen stellen nicht nur in konzeptioneller Weise Vereinfachungen dar, sondern

sie haben ebenfalls zur Folge, da� sich die Bethe-Salpeter-Gleichung technisch stark vereinfacht.

Es wird sich n

�

amlich zeigen, da�

1. mit der instantanen N

�

aherung die p

0

�

,p

0

�

-Abh

�

angigkeit der Bethe-Salpeter-Gleichung im

Ruhesystem vollst

�

andig eliminiert werden kann: Wir erhalten die sechs-dimensionale Re-

duktion der 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung - die (volle) Salpeter-Gleichung.

2. die instantane N

�

aherung zu einer Projektorstruktur in der Salpeter-Gleichung f

�

uhrt, die

die Zahl der unabh

�

angigen Funktionen zur Beschreibung des Baryonzustandes stark re-

duziert.

2.1 Herleitung der Salpeter-Gleichung

2.1.1 N

�

aherungen f

�

ur das Quarkmodell

�Vernachl

�

assigung des irreduziblen 2-Quark-Wechselwirkungskerns

In dem Modell, das wir in dieser Arbeit beschreiben, wird der irreduzible 2-Teilchen-Wechsel-

wirkungskern vernachl

�

assigt, d.h. wir setzen:

K

(2)

= 0 : (2.1)

Dieses geschieht in erster Linie, um das Problem zu vereinfachen. Dar

�

uberhinaus spielt bei Wech-

selwirkungen zweier Quarks i und j , die durch K

(2)

(i; j) beschrieben werden, das dritte Quark

k die Rolle des 'Zuschauers' (mit (i,j,k)=zykl. Permutation von (1,2,3)). Die Greensfunktion

erh

�

alt durch K

(2)

daher Anteile, welche Zust

�

ande beschreiben, in denen das 3-Quark-System

in das freie Quark k (auf der Massenschale) und einen Bindungszustand aus den Quarks i

und j separiert. Das widerspricht der Con�nement-Hypothese. Mit K

(2)

= 0 werden aller-

dings nicht nur diese Anteile der Greensfunktion fortgelassen, die in einen zusammenh

�

angen-

den 2-Fermionen-Propagator und einen Ein-Fermion-Propagator zerfallen, sondern auch Anteile
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des zusammenh

�

angenden 3-Fermionen-Propagators, die f

�

ur die Realisierung des Con�nements

durchaus wichtig sein k

�

onnten. Die N

�

aherung (2.1) ist also eher technisch als physikalisch mo-

tiviert.

Ausgangspunkt f

�

ur unser Baryonmodell ist damit die 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung

(1.57) unter Vernachl

�

assigung von K

(2)

:

�

�

P ��


(p

�

; p

�

) =

S

F

1 ��

0

(

1

3

�

P + p

�

+

1

2

p

�

)S

F

2 ��

0

(

1

3

�

P � p

�

+

1

2

p

�

)S

F

3 



0

(

1

3

�

P � p

�

)

�(�i)

Z

d

4

p

0

�

(2�)

4

d

4

p

0

�

(2�)

4

K

(3)

�

0

�

00

�

0

�

00




0




00

(

�

P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) �

�

P �

00

�

00




00

(p

0

�

; p

0

�

):

(2.2)

�Die instantane N

�

aherung

In der instantanen N

�

aherung vernachl

�

assigen wir im Ruhesystem des gebundenen 3-Quark-

Zustandes mit 4er-Gesamtimpuls

�

P = (M;

~

0) die Abh

�

angigkeit von den Relativenergien p

0

�

und

p

0

�

im 3-Quark-Bethe-Salpeter-Wechselwirkungskern:

K

(3)

(

�

P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) j

�

P=(M;

~

0)

= V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

): (2.3)

Um eine kovariante Formulierung f

�

ur die Salpeter-Gleichung zu erhalten, k

�

onnen wir (2.3) auch

kovariant schreiben [10,11,6]:

Dazu de�nieren wir die Komponenten der Relativimpulse p

�

und p

�

senkrecht und parallel zum

4er-Impuls

�

P des gebundenen Zustands:

p

�jj

�

P

�

�

Pp

�

p

�

P

2

; p

�?

�

P

� p

�

�

�

Pp

�

�

P

2

�

P ; p

�jj

�

P

�

�

Pp

�

p

�

P

2

; p

�?

�

P

� p

�

�

�

Pp

�

�

P

2

�

P : (2.4)

Dann kann der Wechselwirkungskern in instantaner N

�

aherung in einem beliebigen Bezugssystem

(d.h. f

�

ur beliebiges

�

P = (!

P

;

~

P) ) geschrieben werden als

K

(3)

(

�

P; p

�

; p

�

; p

0

�

; p

0

�

) = V (p

�?

�

P

; p

�?

�

P

; p

�

0

?

�

P

; p

�

0

?

�

P

) : (2.5)

Im Ruhesystem

�

P = (M;

~

0) gilt dann

p

�jj

�

P=(M;

~

0)

= p

0

�

; p

�?

�

P (M;

~

0)

= (0; ~p

�

) ; p

�jj

�

P (M;

~

0)

= p

0

�

; p

�?

�

P (M;

~

0)

= (0; ~p

�

) ; (2.6)

und aus (2.5) folgt damit (2.3).

Die kovariante Formulierung gestattet, die Salpeter-Gleichung im Ruhesystem

�

P = (M;

~

0) zu

l

�

osen und die L

�

osung �

�

P

in einem beliebigen Bezugssystem mit

�

P = (!

P

;

~

P ) durch eine pas-

sende Transformation (Boost) aus �

�

P=(M;

~

0)

zu bestimmen.

�Freie Quarkpropagatoren

Wir n

�

ahern die vollen Quarkpropagatoren S

F

durch freie Propagatoren, also:

S

F

i

(p

i

) �

i


(p

i

)�m

i

+ i�

: (2.7)

Hiebei sind die Massen m

i

; i = 1; 2; 3 die e�ektiven Konstituenten-Quark-Massen, die an dieser

Stelle als Parameter des Modells eingef

�

uhrt werden.
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�
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2.1.2 Die Salpeter-Gleichung und ihr L

�

osungsraum

Mit einem instantanen Wechselwirkungskern und freien Quarkpropagatoren sind wir nun in

der Lage, im Ruhesystem des gebundenen Zustands der Masse M die p

0

�

-und p

0

�

-Integration in

der Bethe-Salpeter-Gleichung (2.2) analytisch auszuf

�

uhren und mit Hilfe des Residuensatzes

die p

0

�

-und p

0

�

-Abh

�

angigkeit vollst

�

andig zu eliminieren. Wie im Anhang B.1 ausf

�

uhrlich dar-

gestellt, reduziert sich die achtdimensionale 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung damit zur

sechsdimensionalen 3-Fermionen-Salpeter-Gleichung

�(~p

�

; ~p

�

) =

�

�

+

1

(~p

1

)
 �

+

2

(~p

2

)
 �

+

3

(~p

3

)

M � !

1

� !

2

� !

3

+ i�

+

�

�

1

(~p

1

)
 �

�

2

(~p

2

)
 �

�

3

(~p

3

)

M + !

1

+ !

2

+ !

3

� i�

�




0


 


0


 


0

�

Z

d

3

p

0

�

(2�)

3

d

3

p

0

�

(2�)

3

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

)�(~p

0

�

; ~p

0

�

) (2.8)

f

�

ur die Salpeter-Amplitude

�(~p

�

; ~p

�

) �

Z

dp

0

�

2�

dp

0

�

2�

�

�

P

�

(p

0

�

; ~p

�

); (p

0

�

; ~p

�

)

�

j

�

P=(M;

~

0)

: (2.9)

Wir haben hier s

�

amtliche Indizes fortgelassen und die sich aus 1-Teilchen-Operatoren zusam-

mengesetzten 3-Teilchen-Operatoren als Tensorprodukte

1

geschrieben.

In dieser Gleichung verwenden wir folgende De�nitionen und Abk

�

urzungen (siehe auch Anhang

C.2):

� !

i

ist die kinetische Energie des i-ten Quarks:

!

i

= !

i

(~p

i

) �

q

j~p

i

j

2

+m

2

i

:

� �

�

i

sind Projektions-Operatoren auf die L

�

osungen positiver und negativer Energie der frei-

en Dirac-Gleichung im Impulsraum und sind mit dem Dirac-HamiltonoperatorH

i

de�niert

durch

�

�

i

= �

�

i

(~p

i

) �

!

i

�H

i

(~p

i

)

2!

i

mit H

i

(~p

i

) � 


0

(~
 �~p

i

+m

i

) = ~��~p

i

+ � m

i

:

� Die 1-Teilchenimpulse ~p

i

sind im Ruhesystem wegen ~p

1

+~p

2

+~p

3

=

~

0 nur noch Funktionen

der Relativimpulse:

~p

1

= ~p

�

+

1

2

~p

�

; ~p

2

= �~p

�

+

1

2

~p

�

; ~p

3

= �~p

�

:

Das Auftreten der Energieprojektoren �

+

1


�

+

2


�

+

3

und �

�

1


�

�

2


�

�

3

in der Salpeter-Gleichung

(2.8) l

�

a�t bereits Aussagen

�

uber die Struktur der m

�

oglichen L

�

osungen zu, die wir sp

�

ater nutzen

wollen, um das Problem weiter zu reduzieren. Die Projektorstruktur verringert n

�

amlich die Zahl

der unabh

�

angigen Funktionen, die zur Beschreibung eines Baryonzustandes notwendig sind!

Zun

�

achst ist die Salpeter-Amplitude � wie die Bethe-Salpeter-Amplitude �

P

(im Spin-Impuls-

raum) eine 8 � 8 � 8 = 64-komponentige Funktion. Im C

4

projizieren die Energieprojektoren

�

�

i

(~p

i

) wegen

�

�

i

(~p

i

) �

�

i

(~p

i

) = �

�

i

(~p

i

) ; �

�

i

(~p

i

) �

�

i

(~p

i

) = 0 und �

+

i

(~p

i

) + �

�

i

(~p

i

) = 1I

C

4 (2.10)

1
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auf jeweils zweidimensionale zueinander orthogonale Teilr

�

aume des C

4

. Man kann nun entspre-

chend mit den acht Projektoren

�

(�)

1

(�)

2

(�)

3

(~p

�

; ~p

�

) � �

(�)

1

1

(~p

1

)
 �

(�)

2

2

(~p

2

)
 �

(�)

3

3

(~p

3

) (2.11)

den Raum C

4


 C

4


 C

4

in acht zueinander orthogonale 8-dimensionale Teilr

�

aume zerlegen.

Mit

X

(�)

1

;(�)

2

;(�)

3

�

(�)

1

(�)

2

(�)

3

(~p

�

; ~p

�

) = 1I

C

4


C

4


C

4
(2.12)

zerf

�

allt deshalb eine beliebige 64-komponentige Amplitude � in die acht Teilamplituden

�

(�)

1

(�)

2

(�)

3

� �

(�)

1

(�)

2

(�)

3

� = �

(�)

1

1


 �

(�)

2

2


 �

(�)

3

3

� : (2.13)

F

�

ur die Salpeter-Amplitude � als L

�

osung der Salpeter-Gleichung bleiben in dieser Zerlegung

nur die zwei zueinander orthogonalen Teilamplituden �

+++

und �

���

�

ubrig.

Multiplikation der Salpeter-Gleichung mit (2.12) und Ausnutzen von Idempotenz und Ortho-

gonalit

�

at der Projektionoperatoren liefert f

�

ur die Salpeter-Amplitude die Zerlegung:

� = �

+

+�

�

(2.14)

mit �

+

� �

+++

= �

+

1


 �

+

2


 �

+

3

� und �

�

� �

���

= �

�

1


 �

�

2


 �

�

3

� : (2.15)

Die L

�

osungsmannigfaltigkeit der Salpeter-Gleichung ist also 16-dimensional.

Da die Einteilchenprojektoren �

�

i

(~p

i

) auf die L

�

osungen positiver bzw. negativer Energie der

freien Dirac-Gleichung projizieren, hat �

+

die Struktur eines 3-fach tensorierten Dirac-Spinors

positiver Energie und �

�

die Struktur eines 3-fach tensorierten Dirac-Spinors negativer Energie.

Die Salpeter-Gleichung beh

�

alt also trotz instantaner N

�

aherung die volle Dirac-Struktur mit

positiven und negativen Energien f

�

ur die drei Quarks und bleibt weiterhin formal kovariant.

Wir werden im Abschnitt 2.5 ausf

�

uhrlicher darauf eingehen, wie man die Dirac-Struktur der

Salpeter-Amplitude � dazu nutzen kann, die Spinoren �

+

und �

�

auf Tensorprodukte von

Pauli-Spinoren zu reduzieren, um so tats

�

achlich die L

�

osung der Salpeter-Gleichung zu einem

16-dimensionalen Problem zu vereinfachen.

F

�

ur die weitere Diskussion ist es n

�

utzlich, die Salpeter-Gleichung als ein Eigenwertproblem f

�

ur

die Masse M eines gebundenen Zustands zu formulieren.

Unter Ausnutzung der Projektorstruktur in (2.8) und mit H

i

(~p

i

) �

�

i

(~p

i

) = �!

i

�

�

i

bringt man

die Salpeter-Gleichung (2.8) leicht auf die Form

(H�)(~p
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�

) =M�(~p
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�

); (2.16)

wobei der Salpeter-Hamiltonian H de�niert ist durch
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Hierbei ist

P
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H

i
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) eine Kurzschreibweise f

�
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3
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2.2 Die Vertexfunktion

Durch Integration

�

uber die Relativenergien p

0

�

und p

0

�

hatten wir im vorangegangenen Abschnitt

die Bethe-Salpeter-Amplitude �

M

im Ruhesystem des gebundenen Zustands der Masse M auf

die Salpeter-Amplitude � reduziert. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, da� es umgekehrt

m

�

oglich ist, mit Hilfe der Bethe-Salpeter-Gleichung aus der Salpeter-Amplitude � wieder die

Bethe-Salpeter-Amplitude �

M

im Ruhesystem und damit, aufgrund der formalen Kovarianz der

Bethe-Salpeter-Gleichung, die Amplitude �

�

P

in einem beliebigen Bezugssystem zur

�

uckzugewin-

nen.

Dazu de�nieren wir dieVertexfunktionen oder amputierten Bethe-Salpeter-Amplituden

�

�

P

(p

�

; p

�

) �

�

S

F

1

(

1

3

�

P + p

�

+

1

2

p

�

)

�

�1




�

S

F

2

(

1

3

�

P � p

�

+

1

2

p

�

)

�

�1




�

S

F

3

(

1

3

�

P � p

�

)

�

�1

�

�

P

(p

�

; p

�

)

�

�

�

P

(p

�

; p

�

) � ��

�

P

(p

�

; p

�

)

�

S

F

1

(

1

3

�

P + p

�

+

1

2

p

�

)

�

�1




�

S

F

2

(

1

3

�

P � p

�

+

1

2

p

�

)

�

�1




�

S

F

3

(

1

3

�

P � p

�

)

�

�1

:

(2.19)

Aus der Bethe-Salpeter-Gleichung (2.2) folgt dann unmittelbar der wichtige Zusammenhang

zwischen der Vertexfunktion im Ruhesystem und der Salpeter-Amplitude:

�
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): (2.20)

Insbesondere h

�

angt im Ruhesystem die Vertexfunktion nur von den r

�

aumlichen Komponenten

der Relativimpulse ab. Gleichung (2.20) erlaubt die Rekonstruktion der Vertexfunktion und

damit nach Gleichung (2.19) der vollen Bethe-Salpeter-Amplitude. Mit der Salpeter-Gleichung

folgt aus (2.20) die umgekehrte Beziehung
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(2.21)

Aus der adjungierten Bethe-Salpeter-Gleichung bekommt man entsprechend den Zusammen-

hang

�
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wobei
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die adjungierte Salpter-Amplitude ist.

Setzen wir in Gleichung (2.23) f

�

ur ��

�

P

den Ausdruck (2.19) ein, so kann auf der rechten Seite

die Integration

�

uber die Relativenergien p

0

�

und p

0

�

auf die freien Propagatoren gezogen werden

und man erh

�

alt (siehe Gleichung (B.7)) die zu (2.22) umgekehrte Relation
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: (2.24)

Im n

�

achsten Abschnitt werden wir diese Relationen zwischen �, � und � bzw. zwischen

�

�, ��

und

�

� verwenden, um aus der Normierungsbedingung f

�

ur die Bethe-Salpeter-Amplituden die

entsprechende Normierungsbedingung f

�

ur die Salpeter-Amplituden zu bestimmen.
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2.3 Die Normierungsbedingung f

�

ur die Salpeter-Amplituden

In der Normierungsbedingung (1.64) f

�

ur die Bethe-Salpeter-Amplituden
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verschwindet f

�

ur einen instantanen Wechselwirkungskern
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der im Ruhesytem nicht von der Gesamtenergie P
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abh

�

angt, also
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der Anteil des Wechselwirkungskernes an der Normierung.

Da die Bethe-Salpeter-Gleichung und die Normierungsbedingung f

�

ur eine instantane Wechsel-

wirkung explizit kovariant formuliert sind, bleibt die Normierung der Amplituden � in jedem

Bezugssystem richtig. Wir k

�

onnen also die Normierungsbedingung f

�

ur die Salpeter-Amplituden

� im Ruhesystem bestimmen. Dann gilt mit (2.27):
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Wir skizzieren an dieser Stelle kurz die Schritte, mit denen aus der Normierungsbedingung (2.28)

f

�

ur die Bethe-Salpeter-Amplitude die entsprechende Normierungsbedingung f

�

ur die Salpeter-

Amplitude folgt. Die einzelnen Schritte sind detailiert in Anhang B.3 dargestellt. Ersetzen wir

in (2.28) gem

�

a� den De�nitionen (2.19) die Bethe-Salpeter-Amplituden �

M

und ��

M

durch die

Vertexfunktionen � und

�

�, welche ja im Ruhesystem nach (2.20) und (2.22) nur noch Funktionen

der r

�

aumlichen Relativimpulskomponenten ~p

�

,~p

�

sind, so ist die Abh

�

angikeit des Integranden

von den Relativenergien p

0

�

und p

0

�

vollst

�

andig durch die freien Quarkpropagatoren bestimmt.

Die p

0

�

, p

0

�

-Integration kann deshalb,

�

ahnlich wie bei der Herleitung der Salpeter-Gleichung, mit

Hilfe des Residuensatzes analytisch ausgef

�

uhrt werden. Nutzt man dann die Relationen (2.21)

und (2.24) zwischen den Vertexfunktionen �,

�

� im Ruhesystem und den Salpeter-Amplituden

�,

�

�, sowie die im Anhang B.2 gezeigte Beziehung
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(2.29)

zwischen � und

�

�, so erh

�

alt man dieNormierungsbedingung f

�

ur die Salpeter-Amplituden

im Ruhesystem des gebundenen Zustands:
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Die Salpeter-Amplituden werden also mit der

�

ublichen positiv de�niten L

2

-Norm f

�

ur Funktio-

nen

2

� : IR � IR! C

4


 C

4


 C

4


 F 
 F 
F 
 C 
 C 
 C normiert.

2

F und C bezeichnen hier den Einteilchen-Flavour- bzw. Colourraum.
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Mit der Zerlegung (2.14) � = �

+

+ �

�

der Salpeter-Amplitude schreibt sich (2.30) aufgrund

der Orthogonalit

�

at von �

+

und �

�

:
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Die Normierungsbedingung (2.30) motiviert die De�nition eines Skalarproduktes f

�

ur zwei Am-

plituden �

1

und �

2

:
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Dieses Skalarprodukt ist positiv de�nit, also

h�j�i � 0 ; h�j�i = 0 ) � = 0 : (2.33)

Bemerkenswert ist hierbei die Tatsache, da� im Gegensatz zum relativistischen Meson(q�q)-

Modell [10,11] die Salpeter-Normierungsbedingung im Baryon(qqq)-Modell (unter Vernachl

�

assi-

gung des irreduziblen 2-Fermion-Kernes) auf ein positiv de�nites Skalarprodukt f

�

uhrt. Probleme

wie im Mesonmodell [10, 11], die sich aus der nicht positiv de�niten Norm der q�q- Salpeter-

Amplituden ergeben, treten in diesem Baryonmodell, welches nur den irreduziblen 3-Teilchen

Kern ber

�

ucksichtigt, also nicht auf!

Mit dem Skalarprodukt (2.32) schreibt sich dann die Normierungsbedingung (2.30) f

�

ur L

�

osungen

� = �

+

+ �

�

der Salpeter-Gleichung in der kompakten Form
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i = 2M (2.34)

Es ist physikalisch sinnvoll den instantanen 3-Fermionen-Wechselwirkungskern V so zu w

�

ahlen,

da� der Salpeter-Hamiltonian H bzgl. des Skalarprodukts (2.32) hermitesch ist, d.h.
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Damit sind dann die zwei folgenden wesentlichen Dinge gew

�

ahrleistet:

1. Die Eigenwerte von H, also die Massen M der gebundenen Zust

�

ande, sind reell

3

.

2. Salpeter-Amplituden, d.h. L
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osungen der Salpeter-Gleichung �
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, �
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zu verschiedenen Ei-

genwerten M
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, sind zueinander orthogonal
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, also h�
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i = 0.

Die Forderung eines hermiteschen Salpeter-Hamiltonian
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at (2.35) von H folgende
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�
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Weitere Forderungen an den Wechselwirkungskern besprechen wir im n

�

achsten Abschnitt.
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urlich bereits hermitesch.
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2.4 Symmetrien der Salpeter-Gleichung

2.4.1 Parit

�

atsinvarianz

Aufgrund der Parit

�

atsinvarianz in der QCD mu� der Wechselwirkungskern V so bescha�en sein,

da� die Salpeter-Gleichung parit

�

atsinvariant ist. Die Darstellung der Parit

�

atstransformation
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Die Parit

�

atsinvarianz verlangt nun, da� mit �(~p
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; ~p

�

) ebenfalls (P�) (~p
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; ~p

�

) L

�

osung der Salpeter-

Gleichung ist.

Wir wenden die Parit

�

atstransformation (2.37) auf die in (2.16) de�nierte Amplitude H� an,

und verwenden die Relationen 
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gen

�

ugt, erh

�

alt man

P (H�) = H (P�) ; (2.39)

und mit � erf

�

ullt auch P� die Salpeter-Gleichung.

Zusammen mit der Bedingung (2.36) an V aus der geforderten Hermitizit

�

at von H folgt dann:
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Diese Bedingungen werden von einer gro�en Klasse von Kernen erf

�

ullt. Zum Beispiel gen

�

ugen

Linearkombinationen von Faltungstypkernen der Form

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

) = V (~p

�

� ~p

0

�

; ~p

�

� ~p

0

�

) = v(~p

�

� ~p

0

�

; ~p

�

� ~p

0

�

) �

1


 �

2


 �

3

; (2.41)

mit einer skalaren, reellen und in den Argumenten geraden Funktion
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und komplexen 4� 4-Matrizen �
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mit den Eigenschaften
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diesen Forderungen.

2.4.2 Zeitumkehrinvarianz

Die starke Wechselwirkung ist ebenfalls invariant unter Zeitumkehrtransformationen T (x

0

; ~x) =

(�x

0

; ~x). Unsere Salpeter-Gleichung f

�

ur ein Baryon mu� daher zeitumkehrinvariant sein, was zu

einer weiteren Forderung an den Wechselwirkungskern V f

�

uhrt. Die Zeitumkehrtranformation

stellt sich auf den Salpeter-Amplituden � dar durch

(T �) (~p

�

; ~p

�

) = �


1




3


 


1




3


 


1




3

�

�

(�~p

�

;�~p

�

) ; (2.44)

wobei hier

�

komplexe Konjugation bedeutet. Wenden wir die Transformation (2.44) auf H�

(siehe Gleichung (2.16)) an, so folgt unter Verwendung der g

�

ultigen Relationen 
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�

i

(�~p

i

) =

H

i

(~p

i
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1
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�

�

i

�

(�~p

i

) = �

�

i

(~p

i
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3

und 


1




3




0�

= 


0




1




3

, da�

T (H�) = H (T �) ; (2.45)
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wenn man f

�

ur den Wechselwirkungskern fordert:
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3

V

�

(�~p

�

;�~p

�

;�~p

0

�

;�~p

0

�

) = V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�
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3

: (2.46)

Dann erf

�

ullt mit � auch T � die Salpeter-Gleichung; sie ist damit zeitumkehrinvariant. Speziell

f

�

ur Faltungstypkerne der Art (2.41) f

�

uhrt die Bedingung (2.46) zu der Forderung
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(2.47)

an die Spinstruktur �

1


 �

2


 �

3

.

2.4.3 Symmetrie bez

�

uglich positiver und negativer Eigenwerte

Durch die Forderung der Hermitizit

�

at vonH k

�

onnen wir gew

�

ahrleisten, da� die Eigenwerte M der

Salpeter-Gleichung (2.16) reell sind. Diese Bedingung wird durch eine bestimmte Forderungen

an den Wechselwirkungskern V erf

�

ullt. Nun ist es nicht m

�

oglich, durch eine weitere entspre-

chende Forderung zu gew

�

ahrleisten, da� die Eigenwerte auch positiv sind: M > 0, denn bereits

die Dirac-Hamiltonoperatoren

P

3

i=1

H

i

(~p

i

) in H sind schon nicht positiv de�nit. Aufgrund des

Projektors �

���

in H in mu� das Spektrum von H nicht einmal nach unten beschr

�

ankt sein!

H ist also nicht positiv de�nit bzgl. des Skalarprodukts (2.32) , so da� das Eigenspektrum von

H im allgemeinen auch negative Eigenwerte �M besitzt.

Wir k

�

onnen aber durch eine weitere Forderung an den Kern V gew

�

ahrleisten, da� diese negati-

ven Eigenwerte -M eine physikalische Bedeutung erhalten, die mit einer zus

�

atzlichen Symmetrie

der Salpeter-Gleichung erkl

�

art werden kann.

Wir fordern f

�

ur den 3-Fermionen-Wechselwirkungskern V die G

�

ultigkeit der Gleichung

h
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; V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

)

i

�

= 0: (2.48)

Dann gilt:

Ist � L

�

osung der Salpeter-Gleichung mit negativem Eigenwert �M , d.h.

(H�)(~p

�

; ~p

�

) = �M�(~p

�

; ~p

�

) ;

so ist

~

� � 
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� (2.49)

L

�

osung der Salpeter-Gleichung mit dem entsprechend positiven Eigenwert +M , also

(H

~

�)(~p

�

; ~p

�

) =M

~

�(~p

�

; ~p

�

) :

Zum Beweis dieser Symmetrie wenden wir 
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�

; ~p

�
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+++

+�

���
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; ~p
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; ~p
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; ~p

0

�

) �(~p
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; ~p
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�

)

an.

Benutzen wir die Relationen
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+

= 0 ;
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i

(~p
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+

= 0 ; 
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(2.50)
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bzw. die daraus folgenden

�
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,

3

X

i=1

H

i

(~p

i

)

�

+

= 0 ; (2.51)
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= 0 ; (2.52)
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; (2.53)

so ist leicht einzusehen, da� mit der Forderung (2.48) an den Wechselwirkungskern die Identit

�

at
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) (2.54)

gilt, und damit die Behauptung folgt.

Wir wollen kurz diskutieren, was die Transformation �!

~

� = 


0




5


 


0




5


 


0




5

� bewirkt:

� Aufgrund der Antikommutatorrelation (2.52) folgt f

�

ur die Darstellung (2.37) der Pa-

rit

�

atstransformation:

h

P ; 
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0




5

i

+

= 0 : (2.55)

Somit

�

andert die Transformation �!

~

� =

N

i




0




5

� die Parit

�

at der Salpeter-Amplitude.

~

� besitzt also die umgekehrte Parit

�

at zu �.

� Wegen (2.53) vertauscht 
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5

die Rollen der Komponenten positiver und

negativer Energie:
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: (2.56)

Wir fassen zusammen:

Existiert im Spektrum eine negative Masse �M zur Salpeter-Amplitude �

�

�M

mit de�nierter

Parit

�

at �, d.h.

H�

�

�M

(~p

�

; ~p

�

) = �M �

�

�M

(~p

�

; ~p

�

) und P�

�

�M

(~p

�

; ~p

�

) = � �

�

�M

(~p

�

; ~p

�

) ; (2.57)

so existiert eine L

�

osung der Salpeter-Gleichung, n

�

amlich �

��

M
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5

�

�

�M

, welche

als Eigenwert die physikalisch sinnvolle positive Masse +M besitzt und die entsprechend andere

Parit

�

at �� hat, d.h.

H�

��

M

(~p

�

; ~p

�

) =M �

��

M
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; ~p
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) und P�

��

M
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; ~p

�

) = �� �
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M

(~p
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; ~p

�

) ; (2.58)

und es gilt

�
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�

�

�M

�

und �

��

M

�

=

3

O

i=1




0




5

�

�

�M

+

: (2.59)

Erf

�

ullt also der irreduzible instantane 3-Fermionen-Wechselwirkungskern V die Forderung (2.48),

dann haben die negativen Massen �M im Spektrum eines Baryons mit Parit

�

at � eine wohl-

de�nierte physikalische Bedeutung: Ihre Betr

�

age M stellen das Spektrum des entsprechenden

Baryons mit der entgegengesetzten Parit

�

at �� dar.

Diese Symmetrie stellt in numerischer Hinsicht auch eine Vereinfachung dar, da man bei der Be-

stimmung des Massenspektrums eines Baryons gleichzeitig, in Form der negativen Eigenwerte,

das Spektrum des Baryons mit der anderen Parit

�

at erh

�

alt.
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2.4.4 Das Skalierungsverhalten der Salpeter-Gleichung

In diesem Abschnitt zeigen wir f

�

ur eine bestimmte Klasse von Potentialen, wie man eine Bezie-

hung zwischen den Parametern des Modells und den Masseneigenwerten M �nden kann, ohne

die Salpeter-Gleichung explizit zu l

�

osen; wir nutzen daf

�

ur das Verhalten der Salpeter-Amplitude

und der Operatoren unter Umskalierung der Koordinaten aus. Dazu de�nieren wir f

�

ur � > 0

den unit

�

aren Dilatationsoperator D

�

:

D

�

�(~p

�

; ~p

�

) �
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3
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�
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�

�
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�

O(~p) D

�1

�

= O

�

~p

�

�

; D

�

O(~x) D

�1

�

= O (� ~x) :

(2.60)

Das Skalierungsverhalten des Dirac-Hamiltonoperators H

i

(~p

i

) = H

i

(~p

i

;m

i

), sowie der Projekti-

onsoperatoren �

�

i

(~p

i

) = �

�

i

(~p

i

;m

i

) ist dann durch eine Umskalierung der Konstituentenmassen

darstellbar:

D

�
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i

(~p

i

;m

i

) D

�1
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1
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H

i
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) ; D
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(~p
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;m
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) D

�1
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= �
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i

(~p

i

;� m

i

) : (2.61)

Wir betrachten nun den Spezialfall lokaler 3-Teilchen-Potentiale V (

~

�; ~�;

~

�

0

; ~�

0

) mit einer beliebi-

gen Spin-Struktur �

1


�

2


�

3

, die durch 2-Teilchen-Potentiale der Form j~x

i

�~x

j

j

n

parametrisiert

sein sollen, also:

V (

~

�; ~�;

~

�
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; ~�
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n

) = v(
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) �
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 �
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 �
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mit v(

~
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n

) =

X

n

a

n

0

@

X

i<j

j~x

i

� ~x

j

j

n

1

A

: (2.62)

Solche lokalen Potentiale entsprechen im Impulsraum einem Faltungstypkern:
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:(2.63)

F

�

ur diese Art von Potentialen ist das Skalierungsverhalten durch eine Umskalierung der Poten-

tialparameter a

0

; a

1

; a

2

; : : : ; a

n

; : : : beschreibbar:
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V (

~

�; ~�;

~

�

0

; ~�

0

; a

n

) D
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)(2.64)
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a
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)

Damit folgt f

�

ur die Integraloperation
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) (2.65)

das Skalierungsverhalten

�
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) =
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^

V (�
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(~p
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; ~p
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) : (2.66)

Mit den Skalierungsregeln (2.61) und (2.66) erhalten wir dann schlie�lich das Skalierungsver-

halten des von den Parametern m

1

; m

2

; m

3

und a

n

abh

�

angigen Salpeter-Hamiltonians H:

(D

�

(H(m

1

; m

2

; m

3

; a

n

)�)) (~p

�

; ~p

�

) =

1

�

�

H(� m

1

; � m

2

; � m

3

;�

n+1

a

n

) (D

�
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) :

(2.67)
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Durch eine Umskalierung der Modellparameter gem

�

a�

m

1

; m

2

; m

3

! � m

1

; � m

2

; � m

3

; a

n

! �

n+1

a

n

(2.68)

erreicht man somit eine lineare Streckung bzw. Stauchung des Massenspektrums M von H mit

dem Skalierungsparameter �

M ! � M ; (2.69)

wobei die Eigenzust

�

ande vonH(m

1

; m

2

; m

3

; a

n

) durch Umskalierung der Koordinaten �! D

�

�

in die Eigenzust

�

ande von H(� m

1

; � m

2

; � m

3

;�

n+1

a

n

)

�

ubergehen.

2.4.5 Permutationssymmetrie

Bisher haben wir bei der Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung aus der Integralgleichung f

�

ur

die Greensfunktion und bei der Formulierung der Salpeter-Gleichung im Fall eines instantan-

ten Wechselwirkungskerns stillschweigend so getan, als w

�

aren die drei Quarks unterscheidbar;

insbesondere hatten wir jedem Teilchen i die Massem

i

zugeordnet. Das in dieser Arbeit beschrie-

bene Modell soll Baryonen mit den drei Flavourfreiheitsgraden up (u), down (d) und strange

(s) beschreiben. Nehmen wir zun

�

achst exakte Flavour-SU(3)-Symmetrie an, d.h. Gleichheit der

Massenm

u

= m

d

= m

s

. Dann sind die drei Quarks im Sinne des verallgemeinerten Pauli-Prinzip

ununterscheidbar.

Die Ununterscheidbarkeit der drei Quarks, welche ja Fermionen sind, verlangt nun eine Bethe-

Salpeter-Amplitude �

P ��


(x

1

; x

2

; x

3

), die total antisymmetrisch unter Vertauschung s

�

amtlicher

Indizes (Colour- ,Flavour-, Spinindizes) und Koordinaten zweier Teilchen ist. Entsprechend mu�

auch die Bethe-Salpeter-Gleichung selbst, also insbesondere der Wechselwirkungskern symme-

trisch unter Teilchen-Permutationen sein.

Die antisymmetrische Bethe-Salpeter-Amplitude kann in eine Linearkombination von total an-

tisymmetrischen Produktzust

�

anden mit Orts-(O), Spin-(�), Flavour-(F) und Farbanteilen (C)

zerlegt werden:

�

c
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P s
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(2.70)

mit den Spinorindizes s

i

= 0; 1; 2; 3, den Flavourindizes f

i

= u; d; s und den Colourindizes

c

i

= r; g; b. Baryonen sind wie alle Hadronen farbneutrale Zust

�

ande in der QCD, weshalb der

Colouranteil durch das total antisymmetrische Farbsingulett

C

c

1

c

2

c

3

=

1

p

6

�

c

1

c

2

c

3

(2.71)

gegeben ist und somit von dem Orts-, Spin-, Flavouranteil separiert werden kann. Der Orts-,

Spin-, Flavouranteil O 
 �
F mu� dementsprechend total symmetrisch sein.

Dasselbe tri�t nat

�

urlich auch f

�

ur die Salpeter-Amplitude �(~p

�

; ~p

�

) und die Salpeter-Gleichung

zu.

Nun ist aber im Gegensatz zur Colour-Symmetrie die Flavour-Symmetrie nicht exakt, da die

Quarks unterschiedliche Massen besitzen. Die SU(3)-Flavour-Symmetrie ist gebrochen. Da in

diesem Modell nur die starke Wechselwirkung in Betracht gezogen wird, k

�

onnen wir aber in

guter N

�

aherung die Flavour-SU(2), also die Isospin-Symmetrie f

�

ur das u- und d-Quark als

exakt annehmen:

m

u

= m

d

< m

s

: (2.72)

Diese explizite Brechung der SU(3)-Symmetrie durch die schwere s-Quarkmasse soll nun ausge-

hend von der im Fall gleicher Massen permutationssymmetrischen Salpeter-Gleichung eingebaut
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werden, und zwar so, da� auch bei ungleichen Massen gem

�

a� (2.72) die Salpeter-Gleichung per-

mutationssymmetrisch bleibt. Dieses geschieht mit Hilfe der auf dem Einteilchen-Flavourraum
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(2.73)

wirkenden Projektoren
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: (2.74)

Hierbei ist

�

8

=

1

p

3

0

B

@

1 0 0

0 1 0

0 0 �2

1

C

A

F

die achte Gell-Mann-Matrix. P

s

projiziert auf den strange-Zustand jsi und P

n

auf die 'nonstrange'-

Flavourzust

�

ande, die wir zu einem Isospin-Dublett jni mit Isospin t =

1

2

und Isospin-3-Kompo-

nenten m

t

= �

1

2

zusammenfassen:

jn;m
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= +
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F

jn;m

t

= �

1

2

i

F

� jdi
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: (2.75)

Im Salpeter-Hamiltonian H werden die massenabh

�

angigen OperatorenH

i

(~p

i

) und �

�

i

(~p

i

) ersetzt
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H
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;
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wobei nun m

f

die Masse eines Konstituentenquarks mit Flavour f ist, und wie gehabt

H(~p;m) � 
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: (2.77)

Entsprechend dem Flavour f

i

= n oder s im Flavouranteil F der total antisymmetrischen

Salpeter-Amplitude � werden dadurch die massenabh

�

angigen Operatoren mit der 'richtigen'

Masse m

f

i

versehen. Auf diese Weise sind die Operatoren
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im Salpeter-Hamiltonian H invariant unter beliebigen Permutationen � der Permutationsgruppe

S

3

, die gleichzeitig die Koordinaten sowie Spin-, Flavour- und Colourindizes vertauschen:

�
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�

; ~p
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= 0 ;
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= 0 8 � 2 S

3

: (2.80)

Mit einem permutationssymmetrischen instantanen Wechselwirkungskern V ist dann H insge-

samt und damit die Salpeter-Gleichung auch im Fall ungleicher Massen permutationssymme-

trisch:

[�; V ]

�

= 0 8 � 2 S

3

) [�;H]

�

= 0 8 � 2 S

3

: (2.81)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll zur numerischen L

�

osung der Salpeter-Gleichung die

Salpeter-Amplitude nach einer Basis entwickelt werden und die Salpeter-Gleichung in Form

einer Matrix-Gleichung formuliert werden. Diese Baryon-Basiszust

�

ande m

�

ussen nach Absepa-

ration des schiefsymmetrischen Colouranteils symmetrische Produktzust

�

ande O 
 � 
 F im

Impuls-, Spin-, Flavourraum sein, die mit Hilfe der irreduziblen Darstellungen der Gruppe S

3

auf diesen R

�

aumen konstruiert werden. Im Hinblick auf die Konstruktion von Impulsraumfunk-

tionen mit de�nierter Permutationssymmetrie wollen wir bereits an dieser Stelle geeignetere

Jacobi-Koordinaten �,� und p

�

,p

�

einf

�

uhren, die aus den bisherigen Relativkoordinaten �, �

bzw. p

�

, p

�

durch eine Umskalierung hervorgehen:
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Diese umskalierten Jacobi-Koordinaten �,� und p

�

,p

�

geh

�

oren n

�

amlich zur gemischt symmetri-

schen irreduziblen Standarddarstellung der Permutationsgruppe

7
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Mit einer Umnormierung der Amplituden � und des instantanen Wechselwirkungskernes V

im Impulsraum
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7

Die Operatoren (12) und (123) generieren S

3

.

8

Entsprechend lautet die Umskalierung im Ortsraum:
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behalten s

�

amtliche Gleichungen in den neuen Jacobi-Relativkoordinaten ihre Form

9

:

� Das Skalarproduktes f

�

ur zwei Amplituden �

1

und �

2

:
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� Die Normierungsbedingung f

�

ur die Salpeter-Amplituden:
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� Die Salpeter-Gleichung:
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) ; (2.89)

wobei nun H in den neuen Jacobi-Koordinaten ~p

�

,~p

�

und den permutationssymmetrischen,

Flavour-SU(3)-brechenden Operatoren (2.78) und (2.79) de�niert ist durch
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Diese Eigenwertgleichung soll der Ausgangspunkt zur numerischen L

�

osung der Salpeter-Gleichung

im Kapitel 3 sein.

2.5 Reduktion der Salpeter-Amplituden auf Pauli-Spinoren

Wir kommen noch einmal auf die Projektorstruktur der Salpeter-Gleichung in instantaner N

�

ahe-

rung zur

�

uck. Wir haben im Abschnitt (2.1.2) gesehen, da� durch die jeweilige Anwendung der

Energieprojektoren �

+++

� �

+


�

+


�

+

und �

���

� �

�


�

�


�

�

die Salpeter-Amplitude

� in zwei orthogonale Anteile �

+

und �

�

zerlegt werden kann, die wegen der Idempotenz

Eigenzust

�

ande dieser Energieprojektoren sind, also:

� = �

+

+�

�

mit �

+

� �

+++

� und �

�

� �

���

�: (2.91)

Wir betrachten zun

�

achst die Struktur eines Dirac-Spinors und zeigen, wie ein solcher durch

eine Einbettungsoperation aus einem 2er-Spinor (Pauli-Spinor) erzeugt werden kann. Dieses

Schema k

�

onnen wir dann in kanonischer Weise auf die Salpeter-Amplitude erweitern, um diese

schlie�lich durch eine analoge Einbettungsoperation durch dreifach tensorierte Pauli-Spinoren

zu generieren.

9

Im Folgenden sei immer � = �

neu

die Salpeter-Amplitude in den neuen Relativkoordinaten.
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2.5.1 Die Struktur eines Dirac-Spinors

Wie im Anhang C.2 dargestellt, projizieren die Einteilchen-Energieprojektoren �

�

(~p;m) auf

Dirac-Spinoren positiver bzw. negativer Energie

10
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m
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�

m
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4

, d.h auf L

�

osungen der freien

Dirac-Gleichung (im Impulsraum):
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wobei p =
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ur ein

Teilchen der Masse m durch eine 2-komponentige Funktion (Pauli-Spinor) '
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! C

2

ein-

deutig festgelegt, so da� man in der Weyl-Darstellung (siehe Anhang C.2) mit den Abbildungen
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die 4-komponentigen Eigenzust

�

ande der Energieprojektoren �

�

als 'Einbettung' von Pauli-

Spinoren erzeugen kann:
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(p) und  

�

m
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(~p) : (2.95)

2.5.2 Die Salpeter-Amplitude als Einbettung von Pauli-Spinoren

Nach Gleichung (2.91) setzt sich die Salpeter-Amplitude � aus Anteilen �

�

additiv zusammen,

welche Eigenzust

�

ande der in (2.79) gegebenen 3-Teilchen-Energieprojektoren �
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Diese Anteile �

�

sind also 3-fach tensorierte 4er-Spinoren ausschlie�lich positiver bzw. negativer

Energie. Wir wollen im Folgenden diesen Sachverhalt dazu ausnutzen, die im Spin-Impulsraum

4 � 4 � 4 = 64-komponentigen Spinoren �

�

positver und negativer Energie unter Anwendung

obiger Einbettungsoperatoren auf 3-fach tensorierte Pauli-Spinoren �

�

zu reduzieren. Diese (im

Spin-Impulsraum) nur noch 2�2�2 = 8-komponentigen Funktionen �

�

sind nat

�

urlich numerisch

wesentlich leichter zu handhaben.

Zun

�

achst de�nieren wir die folgenden auf dem Impuls-, Spin-, Flavourraumwirkenden Einteilchen-
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; hp; pi = m
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; p = (�!(~p); ~p)

	

ist die positive bzw. negative Massenschale.
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Diese Einteilchen-Einbettungsoperatoren machen aus Pauli-Spinoren '
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denn es gilt mit den Gleichungen (C.25):
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ist die Einbettungsoperation eindeutig!

Um nun die Anteile �

�

der Salpeter-Amplitude entsprechend der obigen Diskussion als Einbet-

tung von 3-fach tensorierten Pauli-Spinoren �

�

zu schreiben, bilden wir in kanonischer Weise

durch Tensorierung von (2.97) die 3-Teilchen-Einbettungsoperatoren
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weshalb wir nun mit Hilfe der Operatoren T

�

die Anteile �

�

der Salpeter-Amplitude � als

Einbettung von 3-fach tensorierten Pauli-Spinoren �

�

darstellen k

�

onnen:
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Damit folgt f

�

ur die Salpeter-Amplitude:
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gegeben ist, ist eindeutig. Denn mit (2.100) folgen f
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ur T
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die Relationen
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+

(~p

�

; ~p

�

) = 1I ;

�

T

�

(~p

�

; ~p

�

)

�

y

T

�

(~p

�

; ~p

�

) = 1I ;

�

T

�

(~p

�

; ~p

�

)

�

y

T

�

(~p

�

; ~p

�

) = 0

(2.107)

mit 1I = 1I

C

2


C

2


C

2 
 1I

F
F
F

. Deshalb gilt:

�

�

(~p

�

; ~p

�

) =

�

T

�

(~p

�

; ~p

�

)

�

y

�(~p

�

; ~p

�

): (2.108)
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De�nieren wir f

�

ur Amplituden �

�

die positiv de�niten Skalarprodukte

11

h�

+

1

j�

+

2

i �

Z

d

3

p

�

(2�)

3

d

3

p

�

(2�)

3

�

+�

1 ��


(~p

�

; ~p

�

) �

+

2 ��


(~p

�

; ~p

�

)

h�

�

1

j�

�

2

i �

Z

d

3

p

�

(2�)

3

d

3

p

�

(2�)

3

�

��

1 ��


(~p

�

; ~p

�

) �

�

2 ��


(~p

�

; ~p

�

) (2.109)

so folgt f

�

ur Amplituden �

1

� T

+

�

+

1

+T

�

�

�

1

und �

2

� T

+

�

+

2

+T

�

�

�

2

aus (2.107) dar

�

uberhinaus:

h�

1

j�

2

i = h�

+

1

j�

+

2

i+ h�

�

1

j�

�

2

i (2.110)

d.h. die Einbettungsabbildungen stellen insbesondere Isometrien dar.

Mit der Zerlegung (2.104) der Salpeter-Amplitude und den Skalarprodukten (2.109) schreibt

sich in diesem Zusammenhang die Normierungsbedingung

h�j�i = h�

+

j�

+

i+ h�

�

j�

�

i = 2M : (2.111)

Abschlie�end wollen wir T

�

noch auf eine Form bringen, in der Spin-, Impuls-Anteil und

Flavour-Anteil des Operators faktorisieren:

T

�

(~p

�

; ~p

�

) =

X

f

1

;f

2

;f

3

=n;s

e

T

�

(~p

�

; ~p

�

;m

f

1

; m

f

2

; m

f

3

)

O

P

f

1


 P

f

2


 P

f

3

(2.112)

mit

e

T

�

(~p

�

; ~p

�

;m

f

1

; m

f

2

; m

f

3

) �

e

T

�

(~p

1

;m

f

1

)


e

T

�

(~p

2

;m

f

2

)


e

T

�

(~p

3

;m

f

3

) : (2.113)

2.5.3 Die Zerlegung der 2 � 2 � 2- Amplituden �

�

f

�

ur ein Baryon mit de�-

nierten Quantenzahlen

Die Salpeter-Amplitude eines Baryons ist durch einen Satz von Quantenzahlen charakterisiert,

dessen Observablen in der starken Wechselwirkung Erhaltungsgr

�

o�en darstellen. Unter Annah-

me einer exakten SU(2)
 U(1)-Flavour-Invarianz (Isospin-Invarianz) sind die Quantenzahlen

� Spin (Gesamtdrehimpuls) J , mit 3-Komponente M

J

� Parit

�

at �

� Isospin T , mit 3-Komponente M

T

� Strangeness S

�

erhalten und bestimmen das Transformationsverhalten der Salpeter-Amplitude �

J

�

;M

J

; T;M

T

;S

�

.

Das Pauli-Prinzip erfordert dar

�

uberhinaus noch die totale Antisymmetrie der Salpeter-Amplitude

unter Transpositionen �

i;j

2 S

3

, d.h. Vertauschung s

�

amtlicher Indizes und Koordinaten zweier

Quarks i,j:

�

i;j

�

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

= ��

J

�

;M

J

; T;M

T

;S

�

: (2.114)

Nach dem letzten Abschnitt k

�

onnen wir die Salpeter-Gleichung in Termen der 3-fach ten-

sorierten Pauli-Spinoren �

�

formulieren. Um die allgemeine Zerlegung und Struktur der �

�

zu �nden, m

�

ussen wir untersuchen, wie allgemeine Transformationen der Salpeter-Amplitude

�

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

sich durch die Einbettungen T

�

auf die Amplituden �

�

�

ubertragen:

11

��
 sind hier immer noch Multi-Indizes; die Spinindizes laufen jetzt aber nur noch von 0 bis 1 (bzw. sind

�

1

2

und +

1

2

).
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�
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� Permutationssymmetrie

Ein wesentlicher Punkt ist, da� die 3-Teilchen-Einbettungsoperatoren T

�

symmetrische

Operatoren sind. Aus ihrer De�nition (2.101) ist unmittelbar ersichtlich, da� die T

�

inva-

riant unter beliebigen Permutationen � 2 S

3

sind, die gleichzeitig die Koordinaten, sowie

Spin-, Flavour- und Colourindizes vertauschen:

�

T

�

(~p

�

; ~p

�

) ; �

�

�

= 0 8� 2 S

3

: (2.115)

Die Einbettungsoperatoren erhalten also die Symmetrie. Damit die Salpeter-Amplitude

�

A

= T

+

�

+

A

+ T

�

�

�

A

(2.116)

total antisymmetrisch unter Teilchentranspositionen ist, m

�

ussen also �

+

A

und �

�

A

total

symmetrisch sein:

��

A

= ��

A

, � �

�

A

= ��

�

A

f�ur � 2 S

3

: (2.117)

� Flavoursymmetrie

Wie bereits diskutiert, bricht die Einbettung T

�

durch die Projektoren P

f

(mit f = n

oder s) und ihre explizite Massenabh

�

angigkeit m

n

< m

s

die Flavour-SU(3)-Symmetrie.

Es ist aber unmittelbar einsichtig, da� Flavour- SU(2)
U(1)-Transformationen mit dem

Einbettungsoperatoren T

�

vertauschen, da die Generatoren der Untergruppe SU(2)
U(1)

� SU(3), also die Gellman-Matrizen �

1

, �

2

, �

3

und �

8

mit den Projektoren P

f

vertauschen.

F

�

ur die Salpeter-Amplituden

�

T;M

T

;S

�

= T

+

�

+

T;M

T

;S

�

+ T

�

�

�

T;M

T

;S

�

folgt dann

^

~

T

2

�

T;M

T

;S

�

= T (T + 1) �

T;M

T

;S

�

^

T

3

�

T;M

T

;S

�

= M

T

�

T;M

T

;S

�

^

S

�

�

T;M

T

;S

�

= S

�

�

T;M

T

;S

�

,

^

~

T

2

�

�

T;M

T

;S

�

= T (T + 1) �

�

T;M

T

;S

�

^

T

3

�

�

T;M

T

;S

�

= M

T

�

�

T;M

T

;S

�

^

S

�

�

�

T;M

T

;S

�

= S

�

�

�

T;M

T

;S

�

mit den Isospin-Operatoren

^

T

i

� �

i

=2; i = 1; 2; 3 und dem Strangeness-Operator

^

S

�

�

�

8

=

p

3� 1I

F

=3

� Verhalten unter Drehungen

Die Salpeter-Amplitude �

J;M

J

mit Spin J und 3-KomponenteM

J

transformiert sich unter

Drehungen R 2 SO(3) gem

�

a�

�

J;M

J

(~p

�

; ~p

�

) =

X

M

0

J

S

u


 S

u


 S

u

�

J;M

J

(R

�1

~p

�

; R

�1

~p

�

)D

J�

M

J

M

0

J

(R) (2.118)

Hiebei ist in der Weyl-Darstellung

S

u

=

 

u 0

0 u

!

(2.119)

mit u 2 SU(2), u = e

�i~��~!

die zur Drehung R mit Drehvektor ~! korrespondierende Matrix,

d.h. u �(p) u

y

= �(Rp).
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Nun �nden wir f

�

ur die Anwendung von S

u

auf den in (2.93) de�nierten Einteilchen-

Einbettungsoperator

e

T

�

(~p;m) die Intertwining-Relation (siehe Gleichung (C.40) im An-

hang C.3.1):

S

u

e

T

�

(R

�1

~p;m) =

e

T

�

(~p;m) u ; (2.120)

mit der unmittelbar f

�

ur die 3-Teilchen-Einbettungen T

�

die entsprechende Intertwining-

Relation folgt:

S

u


 S

u


 S

u

T

�

(R

�1

~p

�

; R

�1

~p

�

) = T

�

(~p

�

; ~p

�

) u 
 u
 u : (2.121)

Damit erhalten wir das Verhalten der Amplituden �

�

J;M

J

mit

�

J;M

J

= T

+

�

+

J;M

J

+ T

�

�

�

J;M

J

unter Drehungen:

�

�

J;M

J

(~p

�

; ~p

�

) =

X

M

0

J

u
 u 
 u �

�

J;M

J

(R

�1

~p

�

; R

�1

~p

�

)D

J�

M

J

M

0

J

(R) (2.122)

Das ist genau das nichtrelativistische Transformationsverhalten eines Systems von drei

Spin-1/2-Fermionen mit Gesamtdrehimpuls J .

� Verhalten unter Parit

�

atstransformationen

Das Transformationsverhalten der Salpeter-Amplitude �

�

mit Parit

�

at � unter Parit

�

atstrans-

formationen P ist gegeben durch

�

�

(~p

�

; ~p

�

) = � (P�

�

) (~p

�

; ~p

�

) = � 


0


 


0


 


0

�

�

(�~p

�

;�~p

�

) (2.123)

Zwischen 


0

und den Einteilchen-Einbettungen

e

T

�

(~p;m) �ndet man die Intertwining-

Relation (siehe Gleichung (C.44) im Anhang C.3.2 )




0

e

T

+

(�~p;m) =

e

T

+

(~p;m) 1I

C

2

; 


0

e

T

�

(�~p;m) =

e

T

�

(~p;m) (�1I

C

2

) (2.124)

und damit




0


 


0


 


0

T

�

(�~p

�

;�~p

�

) = T

�

(�~p

�

;�~p

�

) 1I

C

2


 1I

C

2


 1I

C

2

;




0


 


0


 


0

T

�

(�~p

�

;�~p

�

) = T

�

(�~p

�

;�~p

�

) (�1I

C

2


 1I

C

2


 1I

C

2

) : (2.125)

Mit dieser Relation ist das Transformationsverhalten der Amplituden �

+

�

(~p

�

; ~p

�

), �

0�

�

(~p

�

; ~p

�

)

mit

�

�

= T

+

�

+

�

+ T

�

�

0�

�

unter Parit

�

atstransformationen sofort klar:

�

+

�

(�~p

�

;�~p

�

) = � �

+

�

(~p

�

; ~p

�

) ; (2.126)

�

0�

�

(�~p

�

;�~p

�

) = �� �

0�

�

(~p

�

; ~p

�

) :

Zun

�

achst f

�

allt auf, da� die Darstellung der Parit

�

atstransformation f

�

ur die 3-fach tenso-

rierten Pauli-Spinoren �

�

eine sehr einfache Form hat; sie besteht einfach in der Trans-

formation der Argumente ~p ! P p = �~p ohne eine zus

�

atzliche Matrixmultiplikation auf

dem C

2


C

2


C

2

. Dieses ist eine Eigenart der von uns speziell verwendeten Einbettungen

e

T

�

(~p;m) unter Verwendung der Wurzeln

p

�(p). Desweiteren ist zu beachten, da� die

negative Komponente �

0�

�

� �

�

��

mit

�

�

��

(�~p

�

;�~p

�

) = �� �

�

��

(~p

�

; ~p

�

) (2.127)

unter dem Vorzeichenwechsel im Argument die umgekehrte Parit

�

at �� besitzt.
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�
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Wir fassen zusammen:

Die Einbettung von total antisymmetrischen 2� 2� 2-Amplituden �

+

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

und

�

�

J

��

;M

J

;T;M

T

;S

�

mit den oben beschriebenen Eigenschaften und Transformationsverhalten liefert

eine total antisymmetrische 4� 4� 4-Amplitude

�

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

(~p

�

; ~p

�

) = T

+

(~p

�

; ~p

�

) �

+

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

(~p

�

; ~p

�

) + T

�

(~p

�

; ~p

�

) �

�

J

��

;M

J

;T;M

T

;S

�

(~p

�

; ~p

�

)

(2.128)

mit dem richtigen Transformationsverhalten einer Salpeter-Amplitude f

�

ur ein Baryon mit den

Quantenzahlen J

�

, M

J

, T , M

T

, S

�

.

Das Transformationsverhalten dieser Amplituden �

�

entspricht genau dem einer nichtrelativi-

stischen total antisymmetrischen Baryon-Wellenfunktion, wobei �

+

die Parit

�

at � des Baryons,

�

�

dagegen die umgekehrte Parit

�

at �� besitzt.

F

�

ur die Konstruktion einer geeigneten total symmetrischen Baryonbasis zur numerischen L

�

osung

der Salpeter-Gleichung k

�

onnen wir also auf die im nichtrelativistischen Quarkmodell f

�

ur Baryo-

nen verwendeten Techniken [21, 26, 25] zur

�

uckgreifen. Eine solche nichtrelativistische Baryon-

Wellenfunktion �

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

hat die allgemeine Form [21]

�

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

(~p

�

; ~p

�

) =

X

�

R

L

R

S

R

F

��

h

[ 

�

�L

(~p

�

; ~p

�

)]

R

L


 [�

S

]

R

S

i

J

M

J




h

�

T S

�

M

T

i

R

F

�

S


 C

A

�

A

(2.129)

mit

� [ 

�

�L

(~p

�

; ~p

�

)]

R

L

die Impulsraum-Wellenfunktion mit Gesamtbahndrehimpuls L aus der ir-

reduziblen Darstellung R

L

der Permutationsgruppe S

3

.

� [�

S

]

R

S

die Spinraum-Wellenfunktion 2 C

2


C

2


C

2

mit Gesamtspin S aus der irreduziblen

Darstellung R

S

von S

3

.

�

h

�

T S

�

M

T

i

R

F

die SU(3)-Flavourwellenfunktion mit Isospin T , 3-Komponente M

T

und Stran-

geness S

�

aus dem irreduziblen Unterraum R

F

der S

3

.

� C

A

die total antisymmetrische Colour-SU(3)-Singulett-Wellenfunktion.

Die Spin- und Impuls-Wellenfunktionen koppeln wie gew

�

ohnlich mit Clebsch-Gordan-Koe�zienten

zum Gesamtdrehimpuls J , M

J

d.h.

[ 

�

�L

(~p

�

; ~p

�

)
 �

S

]

J

M

J

�

X

M

L

M

S

hL M

L

; S M

S

jJ M

J

i  

�

�L M

L

(~p

�

; ~p

�

) �

S M

S

(2.130)

Die irreduziblen Darstellungen der Permutationsgruppe S

3

auf dem Impuls-, Spin- und Flavour-

raum werden zu einer total symmetrischen Darstellung S zusammengesetzt, d.h. man bildet die

Kombinationen R

L

, R

S

, R

F

, f

�

ur die gilt:

R

L


R

S


 R

F

= S (2.131)

Die Tensorierung mit der total antisymmetrischen Colorwellenfunktion C

A

liefert dann eine total

antisymmetrische Gesamtwellenfunktion:

[R

L


R

S


R

F

]

S


A = S 
 A = A (2.132)

Im n

�

achsten Kapitel werden wir im Zusammenhang mit der numerischen L

�

osung der Salpeter-

Gleichung etwas genauer auf die Konstruktion von Baryonbasiszust

�

anden eingehen. Wir wollen
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an dieser Stelle das wichtige Resultat dieses Abschnitts noch diskutieren:

Da� wir die Konstruktion der total antisymmetrischen Basiszust

�

ande f

�

ur die Salpeter-Amplitude

durch die Einbettung einer total antisymmetrischen nichtrelativistischen Baryonbasis der Form

(2.129) konstruieren k

�

onnen, ist ein ganz wesentlicher Aspekt unseres Modells! Betrachtet man

die experimentell gefundenen, tiefsten Baryon-Niveaus mit Quarkinhalten u,d und s, so las-

sen sich diese genau 18 Baryonen in ein Oktett mit Spin J = 1=2 und in ein Dekuplett mit

Spin J = 3=2 einordnen. Unter Ber

�

ucksichtigung der m

�

oglichen Spineinstellungen M

J

gibt

es also insgesamt 56 tie
iegende, experimentell beobachtete Baryonzust

�

ande. Nimmt man nun

an, da� diese Baryonen s

�

amtlich Grundzustandsbaryonen sind, deren Impuls- bzw. Ortswellen-

funktionen total symmetrische S-Wellen darstellen, dann mu� nach (2.129) der Spin-Flavour-

Produktzustand total symmetrisch sein. Das nichtrelativistische SU(3)

F lavour

-Quarkmodell mit

den drei Flavourfreiheitsgraden u, d und s und dem 8-dimensionalen C

2


 C

2


 C

2

-Spinraum

liefert genau diese Anzahl von 56 total symmetrischen Spin-Flavour-Produktzust

�

anden als in-

variantes 56-plett der Gruppe SU(6)� S

3

(vergl. Abschnitt 3.1.4):

56

Spin�F lavour

S

= 2

Spin

(M

S

;M

A

)


 8

F lavour

(M

S

;M

A

)

� 4

Spin

S


 10

F lavour

S

: (2.133)

Das nichtrelativistische Quarkmodell besitzt also genau die Anzahl der Freiheitsgrade, die zur

Beschreibung der experimentellen Situation gebraucht wird.

In einem relativistischen Quarkmodell werden i.a. die 3-Quark-Zust

�

ande mit 4-komponentigen

Dirac-Spinoren, anstatt mit Pauli-Spinoren gebildet. Nun besitzt ein Dirac-Spinor doppelt so

viele Freiheitsgrade wie ein Pauli-Spinor. Neben der Spinausrichtung besitzt ein Dirac-Spinor als

weiteren Freiheitsgrad die sogenannte Helizit

�

at, d.h. man unterscheidet rechts- und linksh

�

andi-

ge Spinoren, welche Eigenzust

�

ande von 


5

zu den Eigenwerten �1 sind. Der relativistische,

64-dimensionale 3-Quark-Spinraum hat damit wesentlich mehr Freiheitgrade, so da� man in

einem relativistischen SU(3)-Quarkmodell mehr Multipletts erh

�

alt [16,17,20] als im nichtrela-

tivistischen. Das widerspricht der experimentellen Situation. Um den Widerspruch zu beheben,

werden in [16, 17] nur diejenigen Spin-Amplituden � ber

�

ucksichtigt, die im Ruhesystem der

Bedingung

(


0

� 1I

C

4) � = 0 (2.134)

in allen drei Indizes gen

�

ugen und damit den nichtrelativistischen Spin-Amplituden entsprechen.

Einen solchen Kunstgri� brauchen wir in unserem Modell nicht zu unternehmen, da die Ent-

sprechung mit den nichtrelativistischen Pauli-Spinoren in nat

�

urlicher Weise aus der durch �

+++

und �

���

gegebenen Projektorstruktur der Salpeter-Gleichung folgt!

Streng genommen haben wir einen solchen Kunstgri� aber auch getan, n

�

amlich indem wir

den irreduziblen 2-Fermionen-Wechselwirkungskern K

(2)

von vornherein vernachl

�

assigt haben:

K

(2)

= 0. Wird K

(2)

in der instantanen N

�

aherung und bei der Reduktion der Bethe-Salpeter-

Amplitude zur Salpeter-Amplitude mitber

�

ucksichtigt, so erh

�

alt die Salpeter-Amplitude s

�

amtli-

che Anteile �

(�)

1

(�)

2

(�)

3

= �

(�)

1

(�)

2

(�)

3

�, die i.a. aus Mischungen von Spinoren positiver und

negativer Energie bestehen. Wir bek

�

amen also die oben genannten Schwierigkeiten mit zu vielen

Freiheitsgraden. Dieses ist also eine nachtr

�

agliche Motivation f

�

ur die Vernachl

�

assigung vonK

(2)

.



Kapitel 3

Die Numerische L

�

osung der

Salpeter-Gleichung

In diesem Kapitel beschreiben wir die Methode, mit der wir das Eigenwertproblem

H �

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

=M �

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

f

�

ur ein Baryon mit den Quantenzahlen J

�

,M

J

, T ,M

T

, S

�

in der Praxis l

�

osen. Die Idee ist, die

total antisymmetrische Baryon-Wellenfunktion �

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

nach einer geeigneten endlichen

Basis zu entwickeln. Wir nehmen dazu an, da� der von dieser Basis aufgespannte Kon�gura-

tionsraum gro� genug gew

�

ahlt werden kann, um konvergente L

�

osungen zu erhalten.

Wie diese Basis zu konstruieren ist, ist nach dem letzten Abschnitt klar:

Auf der Ebene der 2 � 2 � 2-Amplituden wird in vollkommener Analogie zum nichtrelativi-

stischen Quarkmodell [21, 26, 25] eine total antisymmetrische Baryonbasis konstruiert. F

�

ur die

Impulswellenfunktionen werden wir dabei die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators ver-

wenden, die viele Eigenschaften haben, welche die Berechnung von 3-Teilchen-Matrixelementen

technisch stark vereinfachen.

Die Basis f

�

ur die volle Salpeter-Amplitude bekommen wir schlie�lich durch Anwendung der

Einbettungsoperatoren T

�

.

Durch diese endliche Entwicklung der Salpeter-Amplitude werden wir auf ein reelles, her-

mitesches (also symmetrisches) Eigenwertproblem in Matrixform gef

�

uhrt, dessen L

�

osung mit

Standard-Diagonalisierungsverfahren trivial ist.

3.1 Die Konstruktion der nichtrelativistischen 2�2�2-Baryonbasis

3.1.1 Die Colour-Wellenfunktion

Die Colour-Symmetriegruppe ist die Gruppe SU(3). F

�

ur die explizite Konstruktion der Colour-

Wellenfunktion benutzt man die fundamentale dreidimensionale Darstellung 3 (jri; jgi; jbi) der

Coulour-SU(3)-Gruppe. Die Ausreduktion des dreifachen Tensorproduktes nach irreduziblen

Darstellungen der Permutationsgruppe S

3

liefert ein total symmetrisches (S) Dekuplett 10,

das gemischt symmetrische (M

S

) und gemischt antisymmetrische (M

A

) Oktett 8 und das total

antisymmetrische (A) Singulett 1:

3
 3
 3 = 10

S

� 8

M

S

� 8

M

A

� 1

A

(3.1)

Nun sind in der Natur ausschlie�lich farbneutrale, d.h. Colour-Singulett Zust

�

ande realisiert. In

der Ausreduktion (3.1) stellt also nur die total antisymmetrische Darstellung 1

A

einen physika-

42
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lischen Zustand dar. Dieser ist in der fundamentalen Darstellung gegeben durch

C

A

=

1

p

6

�

ijk

jc

i

i 
 jc

j

i 
 jc

k

i mit c

i

; c

j

; c

k

2 fr; g; bg : (3.2)

Die Kopplung zweier Quarks im Colour-Raum

3 
 3 = 6�

�

3 (3.3)

liefert ein Colour-Sextett 6 und das Anti-Triplett

�

3. Nur das Anti-Triplett

�

3 kann mit einem

dritten Quark zu einem Singulett koppeln, weshalb im Baryon die Quarkpaare jeweils Anti-

Triplett-Zust

�

ande bilden.

3.1.2 Die Spin-Wellenfunktionen

Die Symmetrie-Gruppe f

�

ur den Spin der drei Quarks (Fermionen) ist die Gruppe SU(2). Durch

die Ausreduktion

2
 2
 2 = 4

S

� 2

M

S

� 2

M

A

(3.4)

des dreifachen Tensorproduktes der Fundamentaldarstellung 2 mit

js =

1

2

; m

s

=

1

2

i =

 

1

0

!

; js =

1

2

; m

s

= �

1

2

i =

 

0

1

!

(3.5)

nach SU(2) � S

3

erh

�

alt man das total symmetrische (S) Quartett 4 und das gemischt sym-

metrische (M

S

) sowie das gemischt antisymmetrische (M

A

) Dublett 2. Eine total antisym-

metrische (A) 3-Teilchen-Spin-Wellenfunktion existiert nicht! Die Basiszust

�

ande werden in der

bekannten Weise durch Clebsch-Gordan-Kopplungen der Spins realisiert, so da� die allgemeine

Spin-Wellenfunktion darstellbar ist durch

jS; S

12

;M

S

i =

"

�

j

1

2

i 
 j

1

2

i

�

S

12


 j

1

2

i

#

S

M

S

; (3.6)

wobei S der Gesamtspin, S

12

der gekoppelte Spin von Teilchen 1 und 2 undM

S

die 3-Komponente

des Gesamtspins ist. Dann gilt im einzelnen f

�

ur die irreduziblen Darstellungen mit S

3

-Symmetrie

R

S

:

Darstellung S

3

-Symmetrie R

S

S S

12

4 S

3

2

1

2 M

S

1

2

1

2 M

A

1

2

0

3.1.3 Die Flavour-Wellenfunktionen

Wir wollen in diesem Modell Baryonen mit den drei Flavour-Freiheitsgraden 'up' (u), 'down'

(d) und 'strange' (s) beschreiben. Wir haben bereits erw

�

ahnt, da� die SU(3)-Symmetrie nicht

exakt ist, sondern durch die gr

�

o�ere Masse des s-Quarks m

n

< m

s

explizit gebrochen ist. Diese

Symmetrie-Brechung

�

au�ert sich in der Salpeter-Gleichung durch das Auftreten der Flavour-

Projektoren P

n

und P

s

. Die SU(2) 
 U(1)-Symmetrie kann dagegen in der starken Wechsel-

wirkung in guter N

�

aherung als exakt angenommen werden, weshalb der Wechselwirkungskern

invariant unter Flavour-SU(2)
 U(1)-Transformationen sein mu�. Da die Projektoren P

n

und
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P

s

mit den Generatoren dieser Untergruppe vertauschen, ist die Salpeter-Gleichung dann inva-

riant unter SU(2)
U(1)-Transformationen, so da� der Isospin T , die 3-Komponente des Isospin

M

T

und die Strangeness S

�

'gute' Quantenzahlen der Baryonen sind. Zur Konstruktion einer

Basis mit diesen Quantenzahlen auf dem Flavourraum fassen wir die Zust

�

ande jui und jdi zu

einem Isospin-Dublett zusammen und fassen jsi als Isospin-Singulett auf. In der Notation jt;m

t

i

ist dann:

jui = j

1

2

;+

1

2

i ; jdi = j

1

2

;�

1

2

i ; jsi = j0; 0i : (3.7)

Eigenzust

�

ande zum Isospin T ,M

T

werden wieder durch SU(2)- Clebsch-Gordan-Kopplung kon-

struiert:

j(t

1

; t

2

; t

3

) T; T

12

;M

T

i =

h

[jt

1

i 
 jt

2

i]

T

12


 jt

3

i

i

T

M

T

mit t

i

=

�

t(n) =

1

2

Flavour n=u,d

t(s) = 0 Flavour s

(3.8)

Mit diesen Flavourwellenfunktionen konstruiert man die 13 in der Tabelle 3.1 angegebenen

SU(2)
 U(1)-Flavour-Basiszust

�

ande jT; T

12

;S

�

i

R

12

F

mit de�nierter Symmetrie R

12

F

bei Vertau-

schung von Teilchen 1 und 2.

jT; T

12

;S

�

i

R

12

F

: SU(2)
 U(1)-Flavourzust

�

ande jT; T

12

;S

�

i

R

12

F

T T

12

S

�

R

12

F

j

1

2

; 1; 0i

S

12

=

h

[jni 
 jni ]

1


 jni

i

1

2

1

2

1 0 S

12

j

1

2

; 0; 0i

A

12

=

h

[jni 
 jni ]

0


 jni

i

1

2

1

2

0 0 A

12

j

3

2

; 1; 0i

S

12

=

h

[jni 
 jni ]

1


 jni

i

3

2

3

2

1 0 S

12

j0;

1

2

;�1i

A

12

=

1

p

2

�

h

[jni 
 jsi ]

1

2


 jni

i

0

�

h

[jsi 
 jni ]

1

2


 jni

i

0

�

0

1

2

�1 A

12

j0; 0;�1i

A

12

=

h

[jni 
 jni ]

0


 jsi

i

0

0 0 �1 A

12

j0;

1

2

;�1i

S

12

=

1

p

2

�

h

[jni 
 jsi ]

1

2


 jni

i

0

+

h

[jsi 
 jni ]

1

2


 jni

i

0

�

0

1

2

�1 S

12

j1;

1

2

;�1i

S

12

=

1

p

2

�

h

[jni 
 jsi ]

1

2


 jni

i

1

+

h

[jsi 
 jni ]

1

2


 jni

i

1

�

1

1

2

�1 S

12

j1; 1;�1i

S

12

=

h

[jni 
 jni ]

1


 jsi

i

1

1 1 �1 S

12

j1;

1

2

;�1i

A

12

=

1

p

2

�

h

[jni 
 jsi ]

1

2


 jni

i

1

�

h

[jsi 
 jni ]

1

2


 jni

i

1

�

1

1

2

�1 A

12

j

1

2

;

1

2

;�2i

S

12

=

1

p

2

 

h

[jni 
 jsi ]

1

2


 jsi

i

1

2

+

h

[jsi 
 jni ]

1

2


 jsi

i

1

2

!

1

2

1

2

�2 S

12

j

1

2

; 0;�2i

S

12

=

h

[jsi 
 jsi ]

0


 jni

i

1

2

1

2

0 �2 S

12

j

1

2

;

1

2

;�2i

A

12

=

1

p

2

 

h

[jni 
 jsi ]

1

2


 jsi

i

1

2

�

h

[jsi 
 jni ]

1

2


 jsi

i

1

2

!

1

2

1

2

�2 A

12

j0; 0;�3i

S

12

=

h

[ jsi 
 jsi ]

0


 jsi

i

0

= jsi 
 jsi 
 jsi 0 0 �3 S

12

Tabelle 3.1: SU(2)
 U(1)-Flavourbasis

Unter Ber

�

ucksichtigung aller jeweiligen Ladungszust

�

ande bekommen wir insgesamt 27 Basis-

zust

�

ande, die den gesamten 3-Teilchen-Flavourraum aufspannen. Jeder der 13 in Tabelle 3.1

aufgef

�

urten Zust

�

ande ist durch den Gesamtisospin T , den aus Teilchen 1 und 2 gekoppelten Iso-

spin T

12

, der additiven Strangeness-Quantenzahl S

�

, sowie der S

2

-Permutationssymmetrie R

12

F

der ersten beiden Teilchen eindeutig charakterisiert. Da die Isospin-SU(2)-Symmetrie in der
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starken Wechselwirkung exakt ist, brauchen wir zwischen den verschiedenen Ladungszust

�

anden

(M

T

) innerhalb eines Isospin-Multipletts nicht unterscheiden!

Diese Zust

�

ande haben jedoch keine de�nierte Symmetrie unter Permutationen der Gruppe S

3

.

Flavour-Zust

�

ande de�nierter S

3

-Symmetrie bekommen wir durch die Ausreduktion der dreifach

tensorierten fundamentalen Darstellung der Flavour-SU(3)-Gruppe in die irreduziblen Darstel-

lungen der Permutationsgruppe S

3

, wie im Fall der Colour-SU(3)-Gruppe:

3
 3
 3 = 10

S

� 8

M

S

� 8

M

A

� 1

A

(3.9)

Die Zust

�

ande jT; S

�

i

R

F

der einzelnen Multipletts mit Permutationssymmetrie R

F

und den de-

�nierten Quantenzahlen T und S

�

stellen sich als Linearkombinationen der SU(2) 
 U(1)-

Basiszust

�

ande jT; T

12

; S

�

i

R

12

F

aus Tabelle 3.1 dann wie folgt dar:

� total symmetrisches Dekuplett 10

S

jT; S

�

i

R

F

= Linearkombination aus Tab. 3.1 T S

�

Ladungszust

�

ande

j

3

2

; 0i

S

= +j

3

2

; 1; 0i

S

12

3

2

0 �

++

�

+

�

0

�

�

j1;�1i

S

= +

q

2

3

j1;

1

2

;�1i

S

12

+

q

1

3

j1; 1;�1i

S

12

1 �1 �

�+

�

�0

�

��

j

1

2

;�2i

S

= +

q

2

3

j

1

2

;

1

2

;�2i

S

12

+

q

1

3

j

1

2

; 0;�2i

S

12

1

2

�2 �

�0

�

��

j0;�3i

S

= +j0; 0;�3i

S

12

0 �3 


�

� gemischt symmetrisches Oktett 8

M

S

jT; S

�

i

R

F

= Linearkombination aus Tab. 3.1 T S

�

Ladungszust

�

ande

j

1

2

; 0i

M

S

= �j

1

2

; 1; 0i

S

12

1

2

0 p n

j1;�1i

M

S

= +

q

1

3

j1;

1

2

;�1i

S

12

�

q

2

3

j1; 1;�1i

S

12

1 �1 �

+

�

0

�

�

j0;�1i

M

S

= +j0;

1

2

;�1i

S

12

0 �1 �

0

8

j

1

2

;�2i

M

S

= �

q

1

3

j

1

2

;

1

2

;�2i

S

12

+

q

2

3

j

1

2

; 0;�2i

S

12

1

2

�2 �

0

�

�

� gemischt antisymmetrisches Oktett 8

M

A

jT; S

�

i

R

F

= Linearkombination aus Tab. 3.1 T S

�

Ladungszust

�

ande

j

1

2

; 0i

M

A

= +j

1

2

; 0; 0i

A

12

1

2

0 p n

j1;�1i

M

A

= +j1; 0;�1i

A

12
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+

�

0

�

�

j0;�1i

M

A

= +

q

1

3

j0;

1

2

;�1i

A

12

�

q

2

3

j0; 0;�1i

A

12

0 �1 �

0

8

j

1

2

;�2i

M

A

= +j

1

2

;

1

2

;�2i

A

12

1

2

�2 �

0

�

�

� total antisymmetrisches Singulett 1

A

jT; S

�

i

R

F

= Linearkombination aus Tab. 3.1 T S

�

Ladungszust

�

ande

j0; 0i

A

= +

q

2

3

j0;

1

2

;�1i

A

12

�

q

1

3

j0; 0;�1i

A

12

0 �1 �

0

1

Diese Zust

�

ande mit de�nierter S

3

-Permutationssymmetrie werden, wie im folgenden gezeigt,

zur Konstruktion der total antisymmetrischen 2� 2� 2-Baryonbasis benutzt.

3.1.4 Die Kombination von Spin und Flavour

Im n

�

achsten Schritt werden aus den Spin- und Flavour-Wellenfunktionen Produktwellenfunk-

tionen de�nierter S

3

-Symmetrie konstruiert. Bisher haben wir die Spin-Wellenfunktionen nach

irreduzible Darstellungen von SU(2)�S

3

und die Flavourfunktionen nach irreduziblen Darstel-

lungen von SU(3)�S

3

klassi�ziert. Die Produktzust

�

ande sind also irreduzible Darstellungen von

SU(2)
 SU(3) � SU(6), die wir nun wieder nach irreduziblen Darstellungen von SU(6)� S

3
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ausreduzieren k

�

onnen. Die Ausreduktion der dreifach tensorierten fundamentalen Darstellung

6

6
 6
 6 = 56

S

� 70

M

S

� 70

M

A

� 20

A

(3.10)

liefert das total symmetrische 56-plett, das gemischt symmetrische und gemischt antisymme-

trische 70-plett, sowie das total antisymmetrische 20-plett. Die Zust

�

ande der einzelnen Multi-

pletts berechnen sich folgenderma�en aus den Zust

�

anden der Spin-SU(2)- und Flavour-SU(3)-

Multipletts [26]:
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+ �
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�
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�
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(3.11)

Hierbei bezeichnet � die Spin- und � die Flavourfunktion.

3.1.5 Die Impuls-(Orts-)raum-Wellenfunktionen

F

�

ur den Impulsanteil der 2 � 2 � 2-Baryonbasis w

�

ahlen wir die Eigenfunktionen des quan-

tenmechanischen harmonischen Oszillators f

�

ur drei Teilchen gleicher Masse im Ruhesystem.

Diese Oszillatorbasis hat viele g

�

unstige Eigenschaften, die die Berechnung von 3-Teilchen-

Matrixelementen drastisch vereinfachen [31]. Zu der wichtigsten Eigenschaft der Oszillatorfunk-

tionen geh

�

oren die sogenannten Talmi-Moshinsky-Transformationen, die auf der Oszillatorbasis

den Wechsel von einem Satz Relativkoordinaten in einen anderen Satz beschreiben, der durch

zyklische Permutation der Teilchenindizes aus dem ersten Satz hervorgeht. Die Oszillatorbasis

mit ihren Eigenschaften wird im Anhang D ausf

�

uhrlich beschrieben.

Unsere Impulsraum-Basiszust

�

ande als Funktion der Relativimpulse ~p

�

und ~p

�

sind gegeben

durch

h~p

�

; ~p

�

jn

�

l

�

n

�

l

�

;LMi = h~p

�

; ~p

�

j�;LMi = (2�)
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�

1

�

n

�

l

�

(~p

�

)
 �
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�
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�

(~p

�

)

�

L

M

= (2�)

3

R
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�

n

�

l

�

(j~p

�

j) R

1

�

n

�

l

�

(j~p

�

j)

h

Y

l

�

(p̂

�

)
 Y

l

�

(p̂

�

)

i

L

M

: (3.12)

Hierbei sind die R

�

nl

(:) die reellen Radialfunktionen des quantenmechanischen (1-Teilchen-) Os-

zillators. Die genaue De�nition dieser Funktionen ist im Anhang D angegeben. Die Funktionen

Y

lm

sind die gew

�

ohnlichen Kugel


�

achenfunktionen. Die Drehimpulse l

�

und l

�

der beiden Os-

zillatoren �

n

�

l

�

und �

n

�

l

�

sind mittels Clebsch-Gordan-Kopplung zum Gesamtdrehimpuls L

gekoppelt:

�

�

1

�

n

�
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�

(~p

�

)
 �

1

�

n

�

l
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(~p

�

)

�

L

M

=

X

m

�

;m

�

hl

�

m

�

; l

�

m

�

jLMi �

1

�

n

�

l

�

m

�

(~p

�

) �

1

�

n

�

l

�

m

�

(~p

�

) : (3.13)
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Die Oszillatoreigenfunktionen sind charakterisiert durch:

� L: Gesamtdrehimpuls aus der Kopplung der Relativdrehimpulse l

�

und l

�

,also

~

L =

~

l

�

+

~

l

�

; d:h: jl

�

� l

�

j � L � l

�

+ l

�

; (3.14)

� N : Energiequantenzahl

N � 2n

�

+ l

�

+ 2n

�

+ l

�

(3.15)

� �: Die verschiedenen mit (3.14) und (3.15) vertr

�

aglichen � = (n

�

; l

�

; n

�

; l

�

) indizieren

die Oszillatorzust

�

ande des Unterraumes U(N;L) mit gleichem N und L durch. Diese Un-

terr

�

aume sind gerade die invarianten Darstellungsr

�

aume der von (12) und (123) generierten

Permutationen � 2 S

3

. Die Gr

�

o�e des Unterraumes ist hierbei gegeben durch

dim U(N;L) =

(

1

8

(L+ 1)(N � L+ 2)(N � L + 4) falls N � L gerade

1

8

L (N � L + 1)(N � L+ 3) falls N � L ungerade

(3.16)

� �: Oszillatorparameter. Dieser skaliert die Oszillatoreigenfunktionen gem

�
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n

�

l

�

(� ~p
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�

L

M

: (3.17)

� wird sp

�

ater als Varitionsparameter zur Anpassung der endlichen Basis verwendet.

Die Parit

�

at � der Oszillatoreigenfunktionen ist gegeben durch N, so da� � = (�1)

N

= (�1)

l

�

+l

�

.

Die 2 � 2 � 2-Baryonbasis mit Parit

�

at � = +1 enth

�

alt also nur Oszillatorfunktionen mit ge-

radem N , die Baryonbasis mit � = �1 dagegen nur Oszillatorzust

�

ande mit ungeradem N .

Mit der De�nition (3.12) der Impulsraum-Oszillatorbasis

1

bekommen wir im Ortsraum durch

Fouriertransformation die entsprechenden Oszillatorbasiszust

�

ande
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(

~
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i
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M

: (3.18)

Die Oszillator-Basiszust

�

ande (3.12) bzw. (3.18) besitzen jedoch keine de�nierte Symmetrie unter

Permutationen � 2 S

3

. Die explizite Konstruktion von 3-Teilchen-Oszillatorfunktionen mit

de�nierten Symmetrien R

L

= S, M

S

, M

A

und A wird im Anhang D.5 skizziert (siehe auch

[21,31]).

Da die Unterr

�

aume U(N;L) die invarianten Darstellungsr

�

aume der Permutationen � 2 S

3

sind,

m

�

ussen die Oszillatorfunktionen zu gegebenem N und L und de�nierter Symmetrie R

L

durch

Linearkombinationen der Oszillatorzust

�

ande (3.12) aus diesem Unterraum gegeben sein:

h~p

�

; ~p

�

j�;LMi

R
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= (2�)
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�
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�
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; (3.19)

wobei � = n

1

; l

1

; n

2

; l

2

mit 2n

1

+ l

1

+ 2n

2

+ l

2

= N . Die Koe�zienten C

R

L

NL

n

�

l

�

n

�

l

�

sind im

wesentlichen Brody-Moshinsky-Klammern (siehe Gleichung (D.70)). Die entsprechende Glei-

chung gilt ebenfalls im Ortsraum mit denselben Koe�zienten C

R

L

NL

n

�

l

�

n

�

l

�

und den Ortsraum-

Oszillatorzust

�

anden (3.12).

1

Im Gegensatz zur Konvention im Anhang D.2 lassen wir die Phase (�i)

N

in den Impulsfunktionen fort;

stattdessen erscheint die Phase (i)

N

im Orstraum !
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3.1.6 Die total antisymmetrischen Baryonbasiszust

�

ande

Die Spin-, Flavour- und Impuls-Wellenfunktionen mit de�nierten S

3

-Symmetrien k

�

onnen nun

zusammen mit der total antisymmetrischen Colour-Wellenfunktion zu total antisymmetrischen

Baryonbasiszust

�

anden zusammengesetzt werden: R

L


 R

S


 R

F


 A = A. Wegen der Anti-

symmetrie der Colour-Wellenfunktion mu� der restliche Teil der Baryon-Wellenfunktion total

symmetrisch sein: R

L


 R

S


 R

F

= S. Daraus folgt, da� die in Abschnitt 3.1.4 konstruierten

SU(6)-Spin-Flavour-Wellenfunktionen de�nierter Symmetrie mit Oszillatorfunktionen dersel-

ben S

3

-Symmetrie kombiniert werden m

�

ussen: R

S


 R

F

= R

L

.

Die total antisymmetrischen 2�2�2-Baryonbasiszust

�

ande zu vorgegebenen Quantenzahlen J

�

,

M

J

, T ,M

T

und S

�

sind dann gegeben durch eine Linearkombination der Produktzust

�

ande:
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: (3.20)

Die Koe�zienten C

R

L

R

S

R

F

�LSTS

�

sind hierbei durch die Gleichungen (3.11) und (3.19) bestimmt.

3.2 Die Formulierung der Salpeter-Gleichung als Matrixglei-

chung

Zur Formulierung der Salpeter-Gleichung als Matrixgleichung wird die Salpeter-Amplitude
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nach einer Basis entwickelt. Seien dazu die nichtrelativistischen 2 � 2 � 2-Basen f�

+�

i

g

i

mit

den Quantenzahlen

2

J , �, M

J

, T , M

T

, S

�

und f�

��

i

g

i

mit den gleichen Quantenzahlen aber

umgekehrter Parit

�

at �� gegeben, nach denen wir die 2� 2� 2-Amplituden �

+

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

und

�

�

J

�

�;M

J

;T;M

T

;S

�

entwickeln k

�
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(3.21)

Durch die Einbettung dieser Basisfunktionen

�
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� T

+

�

+�
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i

� T

�

�

��

i

(3.22)

erhalten wir die zueinander orthogonalen 4�4�4-Basen f�

+

i

g

i

und f�

�

i

g

i

mit den Quantenzah-

len des Baryons. Diese erlauben dann die Entwicklung der positiven und negativen Komponente

der Salpeter-Amplitude
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(3.23)

2

Die Kennzeichnung der 2 � 2 � 2-Basen f�

��

i

g

i

mit den Quantenzahlen J , M

J

, T , M

T

, S

�

lassen wir der

�

Ubersichtlichkeit halber fort; zur Unterscheidung der beiden Basiss

�

atze geben wir lediglich ihre verschiedenen

Parit

�

aten �� an.
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und damit der gesamten Salpeter-Amplitude
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: (3.24)

Diese Entwicklung wird in die Salpeter-Gleichung eingesetzt:

H �
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Energie �
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: (3.25)

Diese Matrix-Gleichungen k

�

onnen wir in kompakter Blockmatrix-Schreibweise darstellen:
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mit

H

(�)

1

(�)

2

kj

� h�

(�)

1

k

jH �

(�)

2

j

i = h�

(�)

1

�

k

j

h

T

(�)

1

i

y

H T

(�)

2

�

(�)

2

�

j

i und N

��

kj

� h�

�

k

j�

�

j

i = h�

��

k

j�

��

j

i :

(3.27)

W

�

ahlen wir die Basen f�
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i

g

i

und f�
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i

g

i

als Orthonormalbasen, d.h.
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; (3.28)

so schreibt sich die Salpeter-Gleichung wie ein gew

�

ohnliches Eigenwertproblem f

�

ur eine Matrix:

 

H

++

H

+�

H

�+

H

��

! 

a

+

a

�

!

=M

 

a

+

a

�

!

(3.29)

Die Salpeter-Amplitude f

�

ur das Baryon mit umgekehrter Parit

�

at aber sonst gleichen Quanten-

zahlen entwickelt man entsprechend:
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Man bekommt analog zu (3.29) die Matrixgleichung
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Mit der Forderung (2.48) aus Abschnitt 2.4.3 an den irreduziblen Wechselwirkungskern V und

der daraus folgenden Symmetrie (2.54) f

�

ur den Salpeter-Hamiltonian H
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erh
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alt man unter Verwendung der leicht nachpr

�

ufbaren Beziehungen
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(3.34)

f

�

ur die Matrixbl

�

ocke in (3.31):

�

H

(�)

1

(�)

2

��

�

kj

= h�

�(�)

1

�

k

j

h

T

(�)

1

i

y

H T

(�)

2

�

�(�)

2

�

j

i

= (�)

1

h�

�(�)

1

�

k

j

h

T

�(�)

1

i

y




0




5


 


0




5


 


0




5

H T

(�)

2

�

�(�)

2

�

j

i

= �(�)

1

h�

�(�)

1

�

k

j

h

T

�(�)

1

i

y

H 


0




5


 


0




5


 


0




5

T

(�)

2

�

�(�)

2

�

j

i

= �(�)

1

(�)

2

h�

�(�)

1

�

k

j

h

T

�(�)

1

i

y

H T

�(�)

2

�

�(�)

2

�

j

i

= �(�)

1

(�)

2

�

H

�(�)

1

�(�)

2

�

�

kj

(3.35)

Damit sind die Blockmatrizen in der Matrixgleichung (3.31) f

�

ur das Baryon mit entgegenge-

setzter Parit

�

at �� durch diejenigen f

�

ur das Baryon mit Parit

�

at � in (3.29) bestimmt:
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und die Matrixgleichungen (3.31) und (3.29) der beiden Parit

�

aten sind

�

aquivalent:
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Ist also (a

+

; a

�

) der Eigenvektor zum Eigenwert �M f

�

ur das Baryon mit Parit
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0




5


 


0




5


 


0




5

�

J

�

;M

J

;T;M

T

;S

�

entspricht in der Basisentwicklung dem-

nach der Transformation der Entwicklungskoe�zienten (a

+

; a

�

) ! (~a

+

; ~a

�

) = (a

�

;�a

+

). Die

L

�

osung von (3.29) liefert uns somit simultan die Salpeter-Amplituden und Massen der Baryonen

beider Parit

�

aten � = � 1.

F

�

ur die numerische L

�

osung der Salpeter-Gleichung mu� die Basisentwicklung (3.24) nat

�

urlich

endlich sein; wir beschr

�

anken die Basis durch Vorgabe der Zahl verwendeter Oszillatoranregun-

gen N . Entwicklungen bis zu N � 10 Oszillatoranregungen konnten von den uns vorhandenen

Rechnerkapazit

�

aten bew

�

altigt werden. Gleichung (3.29) wird damit zu einer endlichen reellen,

symmetrischen Matrixgleichung, die mit numerischen Standardverfahren gel

�

ost werden kann.

Die L

�

osung in dieser endlichen Basis liefert einen gen

�

aherten Eigenwert M

�

und eine gen

�

aherte

Eigenfunktion �

�

f

�

ur die Salpeter-Gleichung. Diese N

�

aherungsl

�

osungen gen

�

ugen der exakten

Beziehung

h�

�

jH �

�

i =M

�

h�

�

j�

�

i : (3.38)

Der Index � macht hier deutlich, da� die N

�

aherungl

�

osungen �

�

durch die in den Basiszust

�

anden

�

��; �

i

enthaltenen Oszillatorfunktionen vom Oszillatorparameter � abh

�

angig sind. � stellt in
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diesem Zusammenhang einen Variationsparameter mit der Dimension MeV

�1

dar, der die ab-

solute Skala f

�

ur die Impulsabh

�

angigkeit der Basisfunktionen gem

�

a�

�

��; �

i

(~p

�

; ~p

�

) = �

3

�

��; �=1

i

(� ~p

�

; � ~p

�

) (3.39)

festlegt. Die Salpeter-Gleichung kann in Form eines

�

aquivalenten Variationsproblems

� M [�] = �

h�jH�i

h�j�i

(3.40)

formuliert werden, wobei die Variation �

�

uber alle Funktionen � 6= 0 mit der Nebenbedingung

(�

+++

+�

���

� 1I) � = 0 ausgef

�

uhrt wird. Wenn man analog zu [27] die Zwangsbedingung

durch Einf

�

uhrung von Lagrange-Multiplikatoren einbaut, zeigt man leicht, da� in der Tat die

station

�

aren Zust

�

ande (3.40) von M [�] die L

�

osungen der Salpeter-Gleichung (2.89) sind. Es ist

aber zu beachten, da� die gebundenen Zust

�

ande i.a. nicht den Minima von M [�] entsprechen

m

�

ussen, denn zu jeder L

�

osung mit positivem Eigenwert M existiert eine L

�

osung mit dem nega-

tiven Eigenwert �M , so da� das Spektrum nicht nach unten beschr

�

ankt ist!

Entsprechend der Gleichung (3.38) machen wir den Varitionsansatz � = �

�

mit M [�

�

] = M

�

.

Die station

�

aren Punkte von M

�

mit d=d� M

�

= 0 legen damit f

�

ur jedes Baryon den Oszillator-

parameter � fest.

3.3 Die Berechnung der Matrixelemente

In diesem Abschnitt stellen wir dar, wie die Matrixelemente H

(�)

1

(�)

2

kj

� h�

(�)

1

k

jH �

(�)

2

j

i des

Salpeter-Hamiltonian H mit

(H �)(~p

�

; ~p

�

) =

3

X

i=1

H(~p

i

)�(~p

�

; ~p

�

)

+

�

�

+++

(~p

�

; ~p

�

) +�

���

(~p

�

; ~p

�

)

�




0


 


0


 


0

�

Z

d

3

p

0

�

(2�)

3

d

3

p

0

�

(2�)

3

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

) �(~p

0

�

; ~p

0

�

) (3.41)

konkret zu Matrixelementen bzgl. der nichtrelativistischen 2� 2� 2-Baryonbasiszust

�

ande �

��

i

reduziert werden, um sie dann mit Hilfe von Drehimpulskopplungsregeln und dem Wigner-

Eckart-Theorem berechnen zu k

�

onnen.

Zwecks einer kompakteren Notation de�nieren wir zun

�

achst die Intgraloperation

�

^

V �

�

(~p

�

; ~p

�

) �

Z

d

3

p

0

�

(2�)

3

d

3

p

0

�

(2�)

3

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

) �(~p

0

�

; ~p

0

�

): (3.42)

Damit schreibt sich die Operation von H in der einfachen Form

H� =

3

X

i=1

H(~p

i

)� +

�

�

+++

+�

���

�




0


 


0


 


0

^

V � : (3.43)

Benutzen wir nun

h

�

+

k

(~p

�

; ~p

�

)

i

y

�

+++

(~p

�

; ~p

�

) =

h

�

+

k

(~p

�

; ~p

�

)

i

y

,

h

�

�

k

(~p

�

; ~p

�

)

i

y

�

���

(~p

�

; ~p

�

) =

h

�

�

k

(~p

�

; ~p

�

)

i

y

h

�

�

k

(~p

�

; ~p

�

)

i

y

�

+++

(~p

�

; ~p

�

) = 0 ,

h

�

+

k

(~p

�

; ~p

�

)

i

y

�

���

(~p

�

; ~p

�

) = 0 ;

3

X

i=1

H(~p

i

)�

+

k

= +

3

X

i=1

!(~p

i

)�

+

k

,

3

X

i=1

H(~p

i

)�

�

k

= �

3

X

i=1

!(~p

i

)�

�

k

;
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wobei

P

3

i=1

!(~p

i

) analog zu

P

3

i=1

H(~p

i

) (siehe 2.78) de�niert ist durch

3

X

i=1

!(~p

i

) =

2

X

i=1

!

i

(~p

i

) mit !

1

(~p

1

) =

X

f

1

=n;s

!(~p

1

;m

f

1

) [P

f

1


 1I

F


 1I

F

] ;

!

2

(~p

2

) =

X

f

2

=n;s

!(~p

2

;m

f

2

) [1I

F


 P

f

2


 1I

F

] ;

!

3

(~p

3

) =

X

f

3

=n;s

!(~p

3

;m

f

3

) [1I

F


 1I

F


 P

f

3

] : (3.44)

Dann erhalten wir explizit f

�

ur die Matrixelemente der vier Bl

�

ocke:

H

++

kj

= +

3

X

i=1

h�

+

k

j!(~p

i

)�

+

j

i+ h�

+

k

j


0


 


0


 


0

^

V �

+

j

i (3.45)

H

+�

kj

= +h�

+

k

j


0


 


0


 


0

^

V �

�

j

i (3.46)

H

�+

kj

= +h�

�

k

j


0


 


0


 


0

^

V �

+

j

i (3.47)

H

��

kj

= �

3

X

i=1

h�

�

k

j!(~p

i

)�

�

j

i+ h�

�

k

j


0


 


0


 


0

^

V �

�

j

i (3.48)

Die Matrixelemente der kinetischen Energie in den Bl

�

ocken H

+�

und H

�+

verschwinden. Mit

�

+

j

= T

+

�

+�

j

und �

�

j

= T

�

�

��

j

k

�

onnen wir nun diese Matrixelemente durch die Skalarprodukte

(2.109) auf den R

�

aumen der 2� 2� 2-Amplituden �

��

i

darstellen:

� Matrixelemente der kinetischen Energie in den Bl

�

ocken H

++

und H

��

:

3

X

i=1

h�

�

k

j!(~p

i

)�

�

j

i =

3

X

i=1

hT

�

�

��

k

j!(~p

i

)T

�

�

��

j

i =

3

X

i=1

h�

��

k

j!(~p

i

)

�

T

�

�

y

T

�

| {z }

1I

�

��

j

i

=

3

X

i=1

h�

��

k

j!(~p

i

)�

��

j

i (3.49)

� Matrixelemente der Wechselwirkung in allen Bl

�

ocken H

++

, H

+�

, H

�+

und H

��

:

h�

(�)

1

k

j


0


 


0


 


0

^

V �

(�)

2

j

i = hT

(�)

1

�

(�)

1

�

k

j


0


 


0


 


0

^

V

h

T

(�)

2

�

(�)

2

�

j

i

i

= h�

(�)

1

�

k

j

h

T

(�)

1

i

y




0


 


0


 


0

^

V

h

T

(�)

2

�

(�)

2

�

j

i

i

(3.50)

Die 2 � 2 � 2-Matrixelemente der kinetischen Energie haben eine sehr einfache Struktur, da

wegen [T

�

]

y

T

�

= 1I die Einbettungsoperation komplett verschwindet. Die Struktur der Matrix-

elemente des auf die 2�2�2-Amplituden wirkenden Operators

h

T

(�)

1

i

y




0





0





0

^

V T

(�)

2

ist

dagegen im Hinblick auf die numerische Berechnung wesentlich komplizierter. Diese Matrixele-

mente enthalten die Einbettungsoperatoren und neben der 6-fach-Integration des Skalarproduk-

tes ebenfalls noch die 6-fach-Integration der Operation (3.42). Die insgesamt 12-dimensionale

Integration kann i.a. nicht separiert werden, da der irreduzible Wechselwirkungskern V i.a. nicht

separabel ist.
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3.3.1 Die Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente

Die Struktur der Wechselwirkungsmatrixelemente

Um die numerische Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente zu vereinfachen gehen wir

wie folgt vor:

� F

�

ur den Wechselwirkungskern nehmen wir einen Faltungstypkern an, d.h.

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

) = V (~p

�

� ~p

0

�

; ~p

�

� ~p

0

�

) (3.51)

Ein solcher Faltungskern f

�

uhrt im Ortsraum zu einer lokalen Wechselwirkung. Diese An-

nahme entspricht der 'Leiter-N

�

aherung' des Wechselwirkungskerns, also der st

�

orungstheo-

retischen N

�

aherung des Kerns durch seine niedrigste Ordnung. Wir werden sehen, da� im

Fall eines Faltungskernes die Abh

�

angigkeit von den Koordinaten ~p

�

; ~p

�

und ~p

0

�

; ~p

0

�

durch

eine Basisentwicklung separiert werden kann, was die numerische Berechnung der Matri-

xelemente enorm vereinfacht.

� Mit Hilfe der expliziten Darstellung (C.20) von

p

� (p) zerlegen wir den Wurzelausdruck

p

� (p)

p

2!(~p;m)

=

1

p

2

ff(j~pj;m

f

)1I

C

2 + g(j~pj;m

f

) ~� �

b

pg ; (3.52)

wobei p̂ � ~p=j~pj und f , g de�niert sind durch

f(j~pj;m) �

s

!(~p;m) +m

2!(~p;m)

; g(j~pj;m) �

j~pj

p

2!(~p;m)(!(~p;m) +m)

; (3.53)

und erhalten damit f

�

ur die in (2.93) de�nierten 1-Teilchen-Einbettungsoperatoren:

e

T

�

(~p;m):

e
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2
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2 �
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: (3.54)

Um in dieser Zerlegung die Einbettungsoperatoren T

�

darzustellen, de�nieren wir acht auf dem

Spin (C

2

� C

2

� C

2

)-Impulsraum wirkende Operatoren
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(3.55)

und damit die acht Q-Operatoren auf dem Spin (C

2

�C

2

�C

2

)-Impuls-Flavour-Produktraum:
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Sie stehen

�

uber die folgenden acht Einbettungsmatrizen T

i

: C

2
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2
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Mit diesen De�nitionen folgt n

�

amlich f

�

ur die Einbettungen T

�

:
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: (3.58)

Die Impuls- und Flavourabh

�

angigkeit der Einbettungen T

�

steckt jetzt nur noch in den auf

die 2 � 2 � 2-Amplituden wirkenden Operatoren Q

i

, w

�

ahrend die Einbettungsmatrizen T die

Abbildung des C

2

�C

2

�C

2

-Spin-Raum in den C

4

�C

4

�C

4

besorgen. Die Impulsabh

�

angigkeit

in den Operatoren Q

i

ist durch die Funktionen f und g gegeben. Diese sind in Abbildung 3.1

als Funktionen von j~pj=m dargestellt:

� Im nichtrelativistischen Grenzfall j~pj=m� 1 (d.h. f

�

ur gro�e Massen m) gilt
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1

8

�

j~pj
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2

� 1 ; g(j~pj;m) �

1

2
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m

� 0 : (3.59)

Die Einbettungen T

�

werden durch den Q

0

-Term in (3.58) dominiert. Q

0

selbst konver-

giert f

�

ur j~p

i

j=m! 0 gegen die Identit

�

at: Q

0

! 1I

C

2 
 1I

C

2 
 1I

C

2 . Die anderen Operatoren

Q

i

, i 6= 0, welche g und damit ~��

b

p -Terme enthalten, sind unterdr

�

uckt. Spin-Bahn-E�ekte

werden dadurch minimal.

� Im Grenzfall kleiner Massen, d.h. j~pj=m� 1, werden f und g gleich gro�

f(j~pj;m) � g(j~pj;m) �

1

p

2

(3.60)
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In den Einbettungsoperatoren T

�

spielen alle acht Operatoren Q eine gleich gro�e Rolle.

Die durch ~� �

b

p -Terme hervorgerufenen Spin-Bahn-E�ekte werden maximal.

Die Operatoren Q

i

beinhalten somit die relativistischen E�ekte in unserem Modell, wie bei-

spielsweise Spin-Bahn-E�ekte. Die Konstituentenquarkmassen m als freie Parameter des Mo-

dells bestimmen hierbei die St

�

arke solcher E�ekte wie Abbildung 3.1 zeigt. Mit dieser Zerlegung
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Abbildung 3.1: Die Funktionen f und g in den Einbettungsoperatoren T

�

als Funktionen des

Quotienten p/m; g beschreibt die St

�

arke von Spin-Bahn-E�ekten.

der Einbettungsoperatoren erhalten wir schlie�lich f

�

ur die Matrixelemente (3.50) der Wechsel-

wirkung:
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wobei die Potentiale V

(�)
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n

sich folgenderma�en

�

uber die Einbettungsmatrizen T

i

aus dem

Kern V berechnen:
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Diese Potentiale aus den vier verschiedenen Bl

�

ocken der Matrix H sind voneinander nicht un-

abh

�

angig : die Bedingung (2.48), welche die physikalische Interpretierbarkeit der negativen Ei-

genwerte von H gew

�

ahrleistet, f

�

uhrt zu den Beziehungen (siehe Anhang F.2)
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Sei nun f�

i

g

i

mit �
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F
F ein vollst

�

andiges Orthonormalsystem

3

bzgl. des Skalarproduktes (2.109), d.h.
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Mit Hilfe dieser ON-Basis kann man die Koordinatenabh

�

angikeit in den Faltungstyp-Potentialen
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Dabei sind die Fouriertransformierten de�niert durch:
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Setzen wir diese Entwicklung der Faltungstyp-Potentiale in den Ausdruck (3.61) f

�

ur Matrix-

elemente der Wechselwirkung ein, dann separiert die 12-dimensionale Integration in zwei 6-

dimensionale Integrationen und die Matrixelemente berechnen sich

�

uber eine Matrixmultiplika-

tion von drei Matrizen:
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3

Diese Basis wird als Produktbasis durch Tensorierung der Orthonormalbasen des Spinraumes und des Fla-

vourraumes und des ON-Systems der Impulsraum-Wellenfunktionen gebildet.
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wobei
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Somit haben wir durch die Annahme eines Faltungstypkerns und dem technischen Trick des

Einschiebens eines vollst

�

andigen Satzes f�

i

g

i

von Basisfunktionen die Separation der 12-dimen-

sionalen Integration erreicht. Ein Vorteil ist, da� das Potential der Wechselwirkung (beispiels-

weise das Con�nement-Potential) direkt im Ortsraum parametrisiert werden kann. Ein gro�er

Nachteil ist allerdings, da� zur numerischen Berechnung die Entwicklung nach diesen Basis-

zust

�

anden nach endlicher Zahl abbrechen mu�, was eine weitere N

�

aherung darstellt.

Zur weiteren Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente h�
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m

�

ussen nur die Matrixelemente h�
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j

i und h�
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i ausgerechnet werden.

Wir werden im folgenden n

�

aher auf die explizite Berechnung dieser Matrixelemente eingehen.

Sowohl die (nach Separation des Colouranteils) total symmetrischen Basen f�
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der in (3.12), (3.18), (3.6) und (3.8) de�nierten Oszillator-, Spin- und Flavour-Wellenfunktionen

geschrieben werden. Wir berechnen daher die Matrixelemente bzgl. dieser Produktzust

�

ande.

Die Matrixelemente der Operatoren Q
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i
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Die Berechnung des Flavourmatrixelementes ist trivial. Die Projektoren P

n

und P

s

stellen auf

dem Isospinraum Tensoroperatoren der Stufe Null dar. Mit dem Wigner-Eckart-Theorem (E.30)

erh
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alt man nach einfacher Rechnung:
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Das Matrixelement ist diagonal im Isospin T und aufgrund der Kronecker-�'s �
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braucht
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daher nur Flavourzust

�

ande mit dem Isospin T und der Strangenes S

�

des Baryons enthalten.

Um die Spin-Impuls-Matrixelemente der Operatoren
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zu berechnen, schreiben wir die darin
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Die Zuordung der R

�

ange k

1

, k
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, k

3

der Tensoroperatoren zum Index i der Operatoren
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ist in

der folgenden Tabelle gegeben:

Index i von

e

Q

i

0 1 2 3 4 5 6 7

k

1

0 0 1 1 0 0 1 1

k

2

0 1 0 1 0 1 0 1

k

3

0 1 1 0 1 0 0 1

Die Form (3.80) der Operatoren

e

Q

k

1

k

2

k

3

zeigt insbesondere , da� sie Tensorenoperatoren mit

Rang 0 sind:

e

Q

k

1

k

2

k

3

=

e

Q

[0]

k

1

k

2

k

3

.

Unter Verwendung des Wigner-Eckart-Theorems (E.30) stellen wir das Spin-Impulsraum-Ma-

trixelement der Operatoren

e

Q

k

1

k

2

k

3

(~p

�

; ~p

�

;m

f

1

; m

f

2

; m
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3

) durch sein nicht mehr von den M

J

-

Quantenzahlen abh

�

angiges, reduziertes Matrixelement dar:
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i

�
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(3.81)

Der Rang 0 der

e

Q

i

f

�

uhrt dazu, da� ihre Matrizen bzgl. des Gesamtdrehimpulses J und seiner

3-KomponenteM

J

diagonal sind. Insbsondere mu� damit die zwischengeschobene Produktbasis
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f�

k

g

k

nur Zust

�

ande mit dem Gesamtdrehimpuls J des Baryons enthalten.

F

�

ur die Berechnung des reduzierten Matrixelements fassen wir durch zweifache Umkopplung mit

Hilfe der Umkopplungsformel (E.27) die Tensoroperatoren �

[k]

zu einem Spinraum-Operator und

die Tensoroperatoren

^

P

[k]

(~p;m) zu einem Impulsraum-Operator zusammen. Die zwei bei dieser

Umkopplung auftretenden 9j-Symbole sind aufgrund ihrer 0-Eintr

�

age nach Gleichung (E.29)

elementar berechenbar und wir erhalten das Resultat

e

Q

k

1

k

2

k

3

(~p

�
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�
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(3.82)

mit

^

k

123

�

p

2k

123

+ 1.

Die Summationsindizes k

12

und k

123

gen

�

ugen dabei den Dreiecksungleichungen
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� k
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j � k

12

� k

1
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; jk
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: (3.83)

Die Operatoren

�
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�
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wirken auf verschiedenen R

�

aumen, n

�

amlich auf dem Spin- und auf dem (Dreh-)Impulsraum, so

da� nach Gleichung (E.32) das gesamte reduzierte Matrixelement in (3.81) in ein Spinraum-

und ein Impulsraum-Matrixelement faktorisiert:
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Entsprechend kann durch zweifache Anwendung derselben Gleichung (E.32) das reduzierte Spin-

Matrixelement berechnet werden, da die drei gekoppelten Operatoren �

[k

i

]

jeweils auf die ver-

schiedenen 1-Teilchen-Spinr

�

aume wirken. Eine triviale Rechnung ergibt:
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1
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mit

h

1

2

jj�

[0]

jj

1

2

i =

p

2 und h

1

2

jj�

[1]

jj

1

2

i =

p

6: (3.86)

Im Impulsraum-Matrixelement wirken die einzelnen Operatoren

^

P

[k

i

]

(~p

i

;m

f

i

) auf demselben

Raum, n

�

amlich auf den gekoppelten Oszillatorzust

�

anden. Die Zerlegung des reduzierten Impuls-

raum-Matrixelementes in reduzierte 1-Teilchen-Matrixelemente geschieht in diesem Fall nach

Gleichung (E.33) durch das Einschieben eines vollst

�

andigen Satzes von Zwischenzust

�

anden,

hier also von Oszillatorzust

�

anden.

Die zweimalige Anwendung von (E.33) liefert das Resultat
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(3.87)

Die numerische Berechnung des irreduziblen Impulsraum-Matrixelementes in dieser Weise ist

nat

�

urlich wieder nur n

�

aherungsweise m

�

oglich, da in der Praxis nur ein endlicher Satz von Ba-

siszust

�

anden verwendet werden kann! Ein alternativer Weg zur Berechnung dieses 3-Teilchen-

Impulsraumelementes, der nicht

�

uber den Weg der 1-Teilchen-Matrixelemente f

�

uhrt, besteht

darin, die sechsdimensionale Integration direkt auszuf

�

uhren:

Man entwickelt dazu den Integranden in der Variablen x � ~p

�

�~p

�

nach Legendre-Polynomen,

so da� die gesamte Winkelintegration

�

uber p̂

�

und p̂

�

analytisch ausgef

�

uhrt werden kann. F

�

ur

vorgegebenes L und L

0

ist diese Entwicklung endlich. Die Entwicklungskoe�zienten werden

�

uber numerische Integration bestimmt. Schlie�lich mu� dann nur noch eine zweidimensiona-

le numerische Integration

�

uber j~p

�

j und j~p

�

j ausgef

�

uhrt werden. Es stellte sich aber heraus,

da� diese Methode numerisch (vor allem zeitlich) wesentlich aufwendiger ist, als der Weg

�

uber

die 1-Teilchen-Matrixelemente, wo letztendlich nur eindimensionale Integrationen ausgef

�

uhrt

werden m

�

ussen, wie wir im folgenden sehen werden. Diese alternative Methode, die das redu-

zierte Impulsraum-Matrixelement im Rahmen der numerischen Genauigkeit exakt bestimmt,

stellt aber eine M

�

oglichkeit dar, die Konvergenz und Genauigkeit des Einschiebens einer end-

lichen Zahl von Zwischenzust

�

anden in (3.87) zu kontrollieren [36]. Es zeigt sich, da� mit einer

angemessen gro�en Oszillatorbasis die in dieser Arbeit nach (3.87) berechneten reduzierten

Impulsraum-Matrixelemente im Promillebereich von den exakten Werten abweichen.

Berechnung des reduzierten Impulsraummatrixelements f

�

ur das 3. Teilchen

In dem von uns gew

�

ahlten Satz von Jacobi-Koordinaten ist der Impuls des 3. Teilchens ~p

3

ausgezeichnet, da er nur von dem Relativimpuls ~p
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abh

�

angig ist: ~p
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Hier haben wir im ersten Schritt nach Gleichung (E.33) das gesamte reduzierte Matrixelement

in die zwei Anteile hl

�
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achsten Schritt haben wir das

9j-Symbol nach Gleichung (E.28) zu einem 6j-Symbol vereinfacht. Man zeigt weiter:
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nach Gleichung (D.21), so da�
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ur die Berechnung von hl
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Au�erdem vereinfacht sich im Fall k
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Damit folgt:
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wobei wir im letzten Schritt f

�

ur das reduzierte Matrixelement hl
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Zur Berechnung des reduzierten Impulsraum-Matrixelementes f

�

ur Teilchen 3 ist also im wesent-

lichen nur noch eine eindimensionale numerische Integration der in (3.53) de�nierten Funktionen

f und g notwendig!

Berechnung der reduzierten Impulsraummatrixelemente der Teilchen 1 und 2

Die Berechnung der reduzierten Impulsraummatrixelemente der Teilchen 1 und 2 ist in der

Weise, wie wir es f

�

ur das 3.Teilchen getan haben, nicht mehr m
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oglich. Die Tensoroperatoren
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� Ausgezeichneter Koordinatensatz f
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ur Teilchen 2 (vergl. (D.57) und (D.59)):
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Auf der Oszillatorbasis stellen sich diese Koordinaten-Transformationen in Form der Talmi-

Moshinsky-Transformationen (D.62) und (D.63) auf den durch N und L gegebenen end-

lichdimensionalen, invarianten Unterr

�

aumen (gleicher Energie) dar (siehe Anhang D.4).
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Das reduzierte Impulsraum-Matrixelement f
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ur Teilchen 1 schreibt sich nach dem Wigner-Eckart-
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Im letzten Schritt haben wir die Integrationsvariablen ~p

�

und ~p

�

durch den neuen Koordinaten-

satz (~p
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1
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a� der Talmi-Transformation (3.98) substituiert und auf der Oszillatorbasis

diesen Koordinatenwechsel durch die Talmi-Moshinsky-Transformation (D.62) dargestellt. Nun
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der vollausgeschriebene Ausdruck f
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ur das reduzierte Matrixelement h�; Ljj
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die Talmi-Transformation (3.99) (~p
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) und die zugeh

�

orige Talmi-Moshinsky-

Transformation (D.63) der Oszillatorzust
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ande, da� man die irreduziblen Matrixelemente f
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Teilchen 2 ebenfalls durch eine Talmi-Moshinsky-Transformation der Teilchen-3-Matrixelemente
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diskutiert, die diese Bedingungen erf
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mit reellen, durch den Typ I : : : IV der Dirac-Struktur bestimmten Koe�zienten D
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wobei mit (3.105) das fouriertransformierte Potential v(~�;
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1




3


 


1




3


 


1




3

�

�

1


 �

�

2


 �

�

3

= �

1


 �

2


 �

3




1




3


 


1




3


 


1




3

) � 
 � 
 � A

�

1


A

�

2


A

�

3

= A

1


A

2


A

3

� 
 � 
 � (3.115)

� Rotationsinvarianz:

[S

u


 S

u


 S

u

; �

1


 �

2


 �

3

]

�

= 0 ) [u 
 u
 u ; A

1


A

2


 A

3

]

�

= 0 (3.116)

A

1


A

2


 A

3

= [A

1


A

2


 A

3

]

[0]

ist daher ein Tensoroperator der Stufe 0.



66 3. Die Numerische L

�
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Im Rahmen der Berechnung der Matrixelemente h�

r

jV

(�)

1

m

(�)

2

n

(~�;

~

�) �

s

i gehen wir kurz auf die

explizite Form der eingeschobenen Basis f�

i

g

i

ein:

Bei der Berechnung der der Matrixelemente h�

s

jQ

n

�

(�)

2

j

i haben wir gesehen, da� die Pro-

duktbasis f�

i

g

i

nur Zust

�

ande besitzen mu�, die Eigenzust

�

ande zum Drehimpuls J;M

J

und den

Flavourquantenzahlen T;M

T

und S

�

des Baryons sind. Ansonsten mu� die Basis vollst

�

andig

sein, also i.a. insbesondere Zust

�

ande mit beiden Parit

�

aten � = �1 und mit allen Symmetrien

der Permutationsgruppe S

3

enthalten. Die von uns gew

�

ahlte Basis wird daher einfach durch

direkte Tensorierung der Oszillatorzust

�

ande (3.12) bzw. (3.18), der Spinzust

�

ande (3.6) und der

in Tabelle 3.1 angegebenen SU(2)
U(1)-Flavourbasiszust

�

ande gebildet, wobei der Spin S und

der Bahndrehimpuls L zum Gesamtdrehimpuls J gekoppelt werden:

�

i

= �

J;T;S

�

�;L;S;S

12

;T

12

;R

12

F

= j [j�; Li 
 jS; S
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i]

J

M

J

i 
 jT; T

12

; S

�

i

R

12

F

: (3.117)

Zu gegebenen Quantenzahlen J;M

J

, T;M

T

, S

�

sind diese Zust

�

ande durch die Quantenzahlen

i=(� = (n

�

; l

�

; n

�

; l

�

), L, S, S

12

, T

12

, R

12

F

) durchindiziert. In dieser Basis erhalten wir dann f

�

ur

die Matrixelemente der Potentiale V
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1

m
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2

n

(~�;

~

�):

h�

i

jV

(�)

1

m

(�)

2

n

(~�;

~

�) �

i

0

i = D

(�)

1

(�)

2

mn

(�

1


 �

2


 �

3

)

� h[h�; Lj 
 hS; S

12

j]

J

M

J

jv(~�;

~

�) A

1


A

2


 A

3

j

�

j�

0

; L

0

i 
 jS

0

; S

0

12

i

�

J

M

J

i

� hT; T

12

; S

�

;R

12

F

jV

F

jT; T

0

12

; S

�

;R

0

12

F

i

= D

(�)

1

(�)

2

mn

(�

1


 �

2


 �

3

)

� �

LL

0

�

SS

0

1

^

L

1

^

S

h�; Ljjv(~�;

~

�)jj�

0

; Li hS; S

12

jj [A

1


A

2


 A

3

]

[0]

jjS; S

0

12

i

� hT; T

12

; S

�

;R

12

F

jV

F

jT; T

0

12

; S

�

;R

0

12

F

i (3.118)

Je nach Art der Symmetrisierung des 3-Teilchen-Wechselwirkungskernes bzgl. der Permutati-

onsgruppe S

3

gibt es verschiedene M

�

oglichkeiten, das lokale 3-Teilchen-Potential

V (~�;

~

�; ~�

0

;

~

�

0

) = V (~�;

~

�) �

(3)

(~�� ~�

0

) �

(3)

(

~

��

~

�

0

) (3.119)

im Ortsraum zu parametrisieren:

1. Parametrisierung durch 2-Teilchen-Potentiale (skalares Potential und Dirac-Struktur wer-

den gemeinsam symmetrisiert):

V (~�;

~

�) = v(j~x

1

� ~x

2

j) �
 �
 1I

C

4 V

(12)

F

+ v(j~x
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� ~x

3

j) 1I

C

4 
 � 
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� ~x

1

j) �
 1I

C

4 
 � V

(31)

F
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(12)

(~�;

~

�) + V

(23)

(~�;

~

�) + V

(31)

(~�;

~

�) (3.120)

mit � vom Typ 1,2,3 oder 4.

2. Parametrisierung als 3-Teilchen-Potential (skalares Potential und Dirac-Struktur werden

einzeln symmetrisiert):

V (~�;

~

�) = v(j~�j

2

; j

~

�j

2

; ~��

~

�) [�

1


 �

2


 �

3

]
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; (3.121)

Hier kann v(j~�j

2

; j

~

�j

2

; ~��

~

�) ein echtes 3-Teilchen-Potential sein, oder wiederum aus skalaren

2-Teilchen-Potentialen gemittelt sein.
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In dieser Arbeit werden s

�

amtliche Wechselwirkungen (das Con�nement und die durch Instan-

tonen induzierte Restwechselwirkung) durch 2-Teilchen-Potentiale beschrieben. In diesem Fall

gestaltet sich die Berechnung der Potentialmatrixelemente h�

(�)

1

k

j


0





0





0

^

V �

(�)

2

j

i besonders

einfach, da unter Ausnutzung der totalen Antisymmetrie der Baryonwellenfunktionen �

�

k

die

Wechselwirkung nur f

�

ur ein Quarkpaar berechnet werden mu�:

Seien �

13

und �

23

die Transpositionen, die s

�

amtliche Indizes und Koordinaten von Teilchen 1

und 3 bzw. 2 und 3 vertauschen, dann gilt wegen

�
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; (3.122)
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Damit folgt
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und schlie�lich
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Die Berechnung des Wechselwirkungsmatrixelementes f

�

ur das Teilchenpaar 1,2 reicht also aus,

so da� auch nur die Matrixelemente V

(12)

(�)

1

m

(�)

2

n

nach (3.118) berechnet werden m

�

ussen:
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Die Berechnung von h�; Ljjv(j~x

1
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; Li = h�; Ljjv(

p

2 j~�j)jj�

0

; Li erfordert dann nur noch

eine eindimensionale Integration:
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3.3.2 Die Berechnung der Matrixelemente der kinetischen Energie

Die Berechnung der Matrixelemente
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der kinetischen Energie (3.44) gestaltet sich wesentlich einfacher als bei den Matrixelementen

der Wechselwirkung. Hier verschwindet n

�

amlich aufgrund der Eigenschaft
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der Einbettungsoperator, der in den Wechselwirkungsmatrixelementen zu den Operatoren Q

i

f

�

uhrte.

Auch hier ist wieder in dem Standard-Koordinatensatz (~p
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die Berech-

nung des Matrixelementes f

�

ur das Teilchen 3, also von

!

3

(~p

3

) = !

3

(�

r

2

3

~p

�

) =

X

f

3

=n;s

!(�

r

2

3

~p

�

;m

f

3

) 1I

F


 1I

F


 P

f

3

(3.130)

am einfachsten. Das Matrixelement bzgl. der Impuls-Spin-Flavour-Produktzust

�

ande (3.74)
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F
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ur das Flavourmatrixelement bekommt man mit einer trivialen Rechnung:
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F

�

ur das Spin-Impulsraum-Matrixelement �ndet man ebenfalls leicht:
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Wie bei der Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente k

�

onnen wir wieder die totale An-

tisymmtrie der Baryonbasiszust

�

ande �

�

k

unter Permutationen ausnutzen, um die gesamte kine-

tische Energie zu berechnen:
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und �
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amtliche Indizes und Koordinaten von Teilchen 1

und 3 bzw. 2 und 3 vertauschen, dann gilt wegen
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Damit folgt schlie�lich:
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Die Berechnung der Matrixelemente der kinetischen Energie f

�

ur Teilchen 3 reicht also aus !



Kapitel 4

Baryonspektren im Salpeter-Modell

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Bethe-Salpeter-Gleichung mit einer instantanen

Wechselwirkung (Salpeter-Gleichung) analysiert und diese Gleichung in die f

�

ur die numerische

L

�

osung ad

�

aquate Matrixform gebracht.Wir wollen nun diesen Formalismus als Grundlage f

�

ur ein

Quarkmodell der leichten Baryonen mit u-,d- und s-Quarkinhalt benutzen und damit die Struk-

tur der Baryonspektren analysieren. Der Wechselwirkungskern besteht hierzu aus dem Con�ne-

mentanteil und einer Instanton-induzierten Quark-Quark-Restwechselwirkung. Der ph

�

anome-

nologische Con�nementanteil wird im Ortsraum mit linear ansteigenden 2-Teilchen-Potentialen

parametrisiert (2-Teilchen-Con�nement) und mit einer Kombination aus skalarer (1I 
 1I 
 1I)

und zeitartiger Vektor-Spinstruktur (


0


 


0


 1I) versehen.

Wir wollen in diesem Kapitel insbesondere die Bedeutung der Instanton-induzierten Restwech-

selwirkung f

�

ur die Struktur der Baryonspektren diskutieren, deren Verwendung bereits im nicht-

relativistischen Quarkmodell eine vern

�

unftige einheitliche Beschreibung der Baryon- und Me-

sonspektren erm

�

oglichte [21,22,24]. In der Arbeit von M

�

unz und Resag [13,12] wurde bereits die

't Hooftsche Kraft im Rahmen eines kovarianten Modells f

�

ur Mesonen verwendet. Sie konnten

mit ihrer Hilfe die korrekte �����

0

-Massenaufspaltung und ���

0

-Flavourmischung berechnen.

Es wird sich zeigen, da� in diesem relativistischen Modell die Struktur der Baryonspektren in

allen Sektoren vern

�

unftig beschrieben werden kann. Insbesondere liefert die 't Hooftsche Kraft

zusammen mit einem geeigneten Con�nement-Potential die korrekte Aufspaltung zwischen den

Oktett- und Dekuplett-Grundzustandsbaryonen. Ein besonders erfreuliches Resultat wird sein,

da� die Verwendung der Instanton-induzierten Restwechselwirkung im Rahmen unseres relati-

vistischen Salpeter-Modells das Roper-Problem f

�

ur die Zust

�

ande N

1

2

+

����

(1440) und �

1

2

+

���

(1600)

l

�

ost.

4.1 Einf

�

uhrung

Bevor wir unser explizites Modell der Wechselwirkung vorstellen und die damit gewonnenen

Spektren darstellen und diskutieren, wollen wir kurz auf die experimentelle Situation der be-

obachteten Baryonen eingehen; anschlie�end werden wir kurz er

�

ortern, inwieweit diese Situati-

on bisher von nichtrelativistischen Quarkmodellen beschrieben bzw. nicht beschrieben werden

konnte.

4.1.1 Die experimentelle Situation

In der aktuellsten Zusammenstellung der Particle Data Group [37] werden etwa 100 Baryonreso-

nanzen aufgef

�

uhrt. Sie sind nach den in der starken Wechselwirkung erhaltenen Quantenzahlen

klassi�ziert: Gesamtdrehimpuls J , Parit

�

at � und Flavourquantenzahlen wie Isosoin T und Stran-

69
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geness S

�

. Die Existenz von ungef

�

ahr 60 dieser Resonanzen gilt als etabliert:

14 N -, 11 �-, 10 �, 14 �-, 6 �- und 2 
-Baryonresonanzen haben den Status '���' oder '����',

von denen aber zum kleinen Teil (haupts

�

achlich im �-, �- und 
-Sektor) nicht alle Quantenzah-

len gemessen wurden. Die

�

ubrigen Resonanzen ('��' und '�') sind experimentell nicht evident.

Ziel unseres Modells ist eine einheitliche Beschreibung zumindest der Grobstruktur, aber auch

anderer au�

�

alliger Merkmale in den experimentell gefundenen Spektren aller Sektoren. Wir

stellen daher kurz die Hauptmerkmale der beobachteten Baryonspektren dar:

� Die Betrachtung der Massenaufspaltungen zwischen den Grundzustandsbaryonen (56-

plett) mit den verschiedenen Flavourinhalten nnn, nns, nss und sss zeigt, da� die Massen

des Dekupletts etwa linear mit der Zahl der enthaltenen strange-Quarks (also mit wach-

sendem jS

�

j) ansteigt. Die Abst

�

ande zwischen den Dekuplett-Grundzustandsbaryonen mit

verschiedener Strangeness sind also ungef

�

ahr gleich:

�

3

2

+

����

(1232)��

�

3

2

+

����

(1385) � �

�

3

2

+

����

(1385)��

�

3

2

+

����

(1530) � �

�

3

2

+

����

(1530)�


3

2

+

����

(1672) (4.1)

Dieses experimentelle Faktum zeigt, da� die Flavour-SU(3)-Symmetrie explizit gebro-

chen ist. Diese Aufspaltungen sollten in einem Modell, welches nur das Con�nement und

die kinetische Energie ber

�

ucksichtig, s

�

amtliche Restwechselwirkungen aber vernachl

�

assigt,

durch Wahl einer schwereren s-Quarkmasse beschreibbar sein:

m

u

= m

d

< m

s

: (4.2)

Weiterhin beobachtet man aber auch Aufspaltungen zwischen den Dekuplett- und Oktett-

Grundzust

�

anden mit gleichen Flavourinhalten:

N

1

2

+

����

(939)��

3

2

+

����

(1232) im Nonstrange(nnn)-Sektor,

�

1

2

+

����

(1193)� �

�

3

2

+

����

(1385) im nns-Strange-Sektor,

�

1

2

+

����

(1318)� �

�

3

2

+

����

(1530) im nss-Strange-Sektor,

sowie die Aufspaltung

�

1

2

+

����

(1193)� �

1

2

+

����

(1116) (4.3)

innerhalb des Oktetts (im nns-Strange-Sektor). Diese Aufspaltungen sind eine Evidenz

f

�

ur die Existenz einer kurzreichweitigen, explizit spin-
avourabh

�

angigen Wechselwirkung.

Man ben

�

otigt daher neben dem Con�nement eine zus

�

atzliche Restwechselwirkung zwi-

schen den Quarks, um die obigen spin-
avourabh

�

angigen Aufspaltungen im Baryonspek-

trum beschreiben zu k

�

onnen. H

�

au�g wird dazu im nichtrelativistischen Quarkmodell die

Fermi-Breit-Wechselwirkung benutzt, die aus der nichtrelativistischen Reduktion des Ein-

Gluon-Austausches folgt und zu einer zentralen Spin-Spin-Wechselwirkung f

�

uhrt. Die Ver-

wendung des Ein-Gluon-Austauschs ist f

�

ur Systeme mit leichten Quarks (u, d, s), also bei

niedrigen Energien, allerdings fragw

�

urdig, da diese Wechselwirkung auf einer St

�

orungs-

entwicklung basiert. Au�erdem ist der Ein-Gluon-Austausch eine Wechselwirkung, die

nicht auf die Flavourfreiheitsgrade der Quarks wirkt! Wir verwenden im Rahmen unseres

Salpeter-Models stattdessen die Instanton-induzierte Quark-Quark-Restwechselwirkung,

dessen Herleitung zum erstenmal von 't Hooft [32{34] angegeben wurde. Diese Wechsel-

wirkung f

�

uhrt zu Diquark-Korrelationen und hat damit im Gegensatz zum Ein-Gluon-

Austausch die Eigenschaft, explizit nicht nur von Spin-, sondern auch von Flavourfrei-

heitsgraden abzuh

�

angen.
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� Ein au�

�

alliges Merkmal in den Baryonenspektren positiver Parit

�

at ist, da� es f

�

ur al-

le Flavours einen tie
iegenden angeregten Zustand mit den gleichen Quantenzahlen des

Grundzustands gibt, der innerhalb oder sogar unter den ersten Anregungszust

�

anden der

negativen Parit

�

at positioniert ist:

Das Paradebeispiel ist der als Roper-Resonanz bekannte N

1

2

+

����

(1440)-Zustand. Die in

den �- und �-Sektor analogen Roper-Typ-Resonanzen sind die Zust

�

ande �

1

2

+

���

(1660)

und �

1

2

+

���

(1600). Wir werden in der sp

�

ateren Diskussion unserer Resultate sehen, da� wir

auch dieses Merkmal in den Baryonspektren mit Hilfe der Instanton-induzierten Rest-

wechselwirkung beschreiben k

�

onnen.

� Eine weitere au�

�

allige Struktur ist, da� (insbesondere in den Spektren negativer Parit

�

at)

die angeregten Zust

�

ande mit aufeinanderfolgendem Drehimpuls entartete Bandstruktu-

ren bilden. Diese deuten darauf hin, da� Spin-Bahn-Aufspaltungen bei den angeregten

Zust

�

anden im allgemeinen verh

�

altnism

�

a�ig klein sind.

Im Rahmen des Oszillator-Baryonmodells spricht man von den 1�h!-, 3�h!- und 5�h!-

B

�

andern bei den Resonanzen negativer Parit

�

at und von den 2�h!- und 4�h!-B

�

andern bei

den Resonanzen positiver Parit

�

at. Interessant ist auch, wie sich die Schwerpunkte dieser

B

�

ander f

�

ur die negativen und positiven Parit

�

aten relativ zueinander anordnen:

Im N -Sektor haben die Gruppen der ersten angeregten Resonanzen negativer (1�h!) und

positiver (2�h!) Parit

�

at, sowie die Gruppen der zweiten Anregungen negativer (3�h!) und

positiver (4�h!) Parit

�

at jeweils einen gemeinsamen Schwerpunkt.

Im �-Sektor sind die B

�

ander der Anregungen negativer Parit

�

at um eine Einheit (�h!)

nach unten verschoben: Die Schwerpunkte der ersten Anregungen positiver Parit

�

at (2�h!)

und die zweiten Anregungen negativer Parit

�

at (3�h!), sowie die Schwerpunkte der zweiten

Anregungen positiver Parit

�

at (4�h!) und der dritten Anregungen negativer Parit

�

at (5�h!)

fallen jeweils zusammen.

Der �-Sektor zeigt das gleiche Entartungsmuster wie die N -Resonanzen. Die Situation im

�-, �- und 
-Sektor ist wegen fehlender experimenteller Daten unklar.

� Eine Ausnahme bzgl. dieser Bandstrukturen stellt die �

1

2

�

����

(1405)-Resonanz dar; sie be-

sitzt sogar eine niedrigere Anregungsenergie als die tiefsten nukleonischen Anregungs-

zust

�

ande und ist der niedrigste Zustand mit negativer Parit

�

at

�

uberhaupt. Die Aufspal-

tung zwischen den Resonanzen �

1

2

�

����

(1405) und �

3

2

�

����

(1520) wird als Hinweis gedeutet,

da� Spin-Bahn-Wechselwirkungen unter Umst

�

anden doch einen Ein
u� auf das Baryon-

spektrum haben k

�

onnten. Es wird sich zeigen, da� im Rahmen unseres relativistischen

Salpeter-Baryonmodells diese Aufspaltung mit Hilfe der 't Hooftschen Wechselwirkung

beschrieben werden kann!

� Die Resonanzpositionen zeigen bei h

�

oheren Anregungsenergien eine Abh

�

angigkeit vom

Drehimpuls J � M

2

(Regge-Trajektorien). Es ist gerade diese spezielle Abh

�

angigkeit,

welche die traditionelle Beschreibung des Con�nements durch einen gluonischen String

motiviert, dessen Energie proportional zu der L

�

ange des Strings zwischen den Quarks

w

�

achst.

4.1.2 Resultate und ungel

�

oste Probleme im nichtrelativistischen Quarkmo-

dell

Wir wollen kurz diskutieren, inwieweit im nichtrelativistischen Quarkmodell die oben beschrie-

benen Hauptmerkmale des experimentellen Baryonspektrums erkl

�

art werden k

�

onnen und wel-

che Ph

�

anomene weiterhin unerschlossen bleiben. Wir beziehen uns hierbei auf die Arbeiten von
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B. C. Metsch [22] und W. H. Blask [21, 23], sowie auf die Diplomarbeit von V. Keiner [24].

Das dort beschriebene nichtrelativistische Baryonmodell basiert auf einem 3-K

�

orper-String-

Con�nementpotential und einer nichtrelativistischen Reduktion der Instanton-induzierten qq-

Restwechselwirkung. Dar

�

uberhinaus wird zu einer besseren Beschreibung der Massenaufspal-

tungen im Baryonspektrum die Ankopplung an die Meson-Baryon-Kan

�

ale ber

�

ucksichtigt. In

diesen Arbeiten ergeben sich folgende Resultate bzgl. der oben genannten Hauptmerkmale des

Baryonspektrums:

� Grundzust

�

ande und erste Anregungen:

Die Grundzustandsbaryonen und die spin-
avourabh

�

angige Aufspaltung, sowie die ersten

angeregten (mit Ausnahme der Roper-Typ-Resonanzen, siehe unten) Baryonresonanzen

werden gut beschrieben.

� Lage der Bandstrukturen:

Die oben geschilderte Lage der Bandstrukturen im experimentellen Baryonspektrum kann

nicht befriedigend erkl

�

art werden: Im N -Sektor positiver Parit

�

at liegen die angeregten

2�h!- und 4�h!-Zust

�

ande um 200 MeV bzw. 400 MeV zu hoch ('Roper-puzzle'). Ein gleiches

Bild zeigt sich in den �- und �-Sektoren positiver Parit

�

at. Die Entartung des 3�h!-Bandes

im �-Sektor negativer Parit

�

at mit dem 2�h!-Band positiver Parit

�

at kann ebenfalls nicht

richtig beschrieben werden, da auch hier die angeregten 3�h!-Resonanzen um etwa 200

MeV zu hoch liegen.

Diese Resultate k

�

onnten eine Unzul

�

anglichkeit der nichtrelativistischen Behandlung sein

und es stellt sich die Frage, inwieweit unser relativistisches Quarkmodell im Rahmen der

Salpeter-Gleichung die Lage der Bandschwerpunkte f

�

ur die h

�

oheren Anregungen vielleicht

besser beschreiben kann.

� Roper-Typ-Zust

�

ande:

Die Beschreibung der Roper-ResonanzN

1

2

+

����

(1440) und der analogen Roper-Typ-Resonanzen

�

1

2

+

���

(1660) und �

1

2

+

���

(1600) bleibt im nichtrelativistischen Quarkmodell ein weiterhin un-

gel

�

ostes Problem:

Die Instanton-induzierte Restwechselwirkung, sowie die Ankopplung an die Meson-Baryon-

Kan

�

ale bewirkt zwar eine selektive Absenkung dieser Resonanzen und die richtige Massen-

aufspaltung gegen

�

uber den anderen ersten angeregten Zust

�

anden positiver Parit

�

at, aber

dennoch liegt ihre Position immer noch um etwa 200 MeV zu hoch!

Wir wollen im Rahmen unseres relativistischen Baryonmodells schwerpunktm

�

a�ig diese

Problematik aufgreifen und untersuchen, inwieweit hier die relativistische Behandlung

insbesondere der Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung zur L

�

osung der Roper-

Problematik beitragen kann.

� Die �

1

2

�

����

(1405)-Resonanz:

Die experimentelle Lage der tie
iegenden �

1

2

�

����

(1405)-Resonanz konnte in dem Modell von

Metsch und Blask [22,21,23] nicht beschrieben werden. Erst eine zus

�

atzliche Ankopplung

an die K-Zerfallskan

�

ale in der Arbeit von Keiner [24] lieferte die gew

�

unschte Absenkung

der Resonanz. Auch hier werden wir untersuchen, ob in unserem relativistischen Modell

die Lage der Resonanz mit Hilfe der 't Hooftschen Wechselwirkung abgesenkt werden

kann.
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4.2 Der Bethe-Salpeter-Wechselwirkungskern

Im folgenden werden wir die explizite Form des irreduziblen 3-Teilchen-Wechselwirkungskernes

f

�

ur unser Modell angeben. Unser Modell basiert auf einen Con�nementkern, der mit der von

't Hooft [32,34,33] aus Instantone�ekten berechneten e�ektiven qq-Restwechselwirkung kombi-

niert wird. In den in Abschnitt 4.1.2 erw

�

ahnten nichtrelativistischen Quarkmodellen [21,22,24]

f

�

uhrte diese Art von Wechselwirkung bereits zu guten Resultaten bei der einheitlichen Beschrei-

bung von Baryon- und Mesonspektren. In dem relativistischen Salpeter-Mesonmodell von M

�

unz

und Resag [10{13], die ebenfalls die entsprechenden q�q-Kerne dieser Wechselwirkung in ihrer

Salpeter-Gleichung verwendeten, konnten sowohl die Spektren als auch die Zerfallseigenschaften

der Mesonen sehr gut beschrieben werden. Ihr Con�nement basiert auf skalaren und zeitartigen

Vektor-Spinstrukturen. Ein entsprechender Ansatz verspricht daher auch in unserem relativi-

stischen Salpeter-Baryonmodell gute Ergebnisse zu liefern.

4.2.1 Das Con�nement

Die Con�nementhypothese besagt, da� es keine freien Quarks gibt. Der dynamische Ursprung

des Con�nements im Rahmen der QCD ist allerdings bis heute nicht richtig verstanden: Auf-

grund der gro�en Kopplungskonstante bei niedrigen Energien (das entspricht gro�en Abst

�

anden)

ist es nicht m

�

oglich,

�

uber einen st

�

orungstheoretischen Ansatz das Con�nement zu beschreiben.

Somit gibt es keinen QCD-motivierten Wechselwirkungskern f

�

ur die Beschreibung des langreich-

weitigen Teils der qq-Wechselwirkung. Wir haben also das Con�nement durch den Ansatz eines

ph

�

anomenologischen Potentials zu parametrisieren, um so den Quarkeinschlu� zu realisieren.

Es liegt nahe f

�

ur den Ortsanteil des Con�nement-Wechselwirkungskernes ein mit dem Abstand

der Quarks linear ansteigendes Potential zu w

�

ahlen. Dieser Ansatz entspricht dem traditionellen

Bild des Con�nements als gluonischem Stringpotential und erkl

�

art den empirisch beobachteten

Zusammenhang zwischen Masse und Drehimpuls M

2

� J (Regge-Trajektorien). Auch QCD-

Gitterrechnungen motivieren diesen Ansatz.

Es bleibt noch, die ebenfalls in der QCD nicht bekannte, zum Con�nement geh

�

orende Dirac-

Struktur zu spezi�zieren. F

�

ur die Beschreibung des qq-Con�nements m

�

ogliche, d.h mit Lorentz-

invarianz vertr

�

agliche Spinstrukturen �
 � sind

� Skalar 1I
 1I

� Pseudoskalar 


5


 


5

� Vektor 


�


 


�

� Axialvektor 


�




5


 


�




5

� Tensor �

��


 �

��

mit �

��

�

i

2

[


�

; 


�

]

Entsprechend der Ph

�

anomenologie der Hadronspektroskopie (siehe 4.1.1) sollte die Spinstruktur

in der f

�

uhrenden Ordnung keine Spin-Spin-Wechselwirkungen enthalten. Dieses ph

�

anomenolo-

gische Argument tri�t eine Auswahl der oben angegebenen m

�

oglichen Spinstrukturen: Entspre-

chend den Ausf

�

uhrungen von Gromes [28] f

�

uhrt die nichtrelativistische Reduktion der Salpeter-

Gleichung f

�

ur Wechselwirkungskerne, die Axialvektor- oder Tensorkopplungen enthalten, auf

Spin-Spin-Terme in f

�

uhrender Ordnung; diese beiden Kopplungen sind im Hinblick auf die

experimentelle Situation in den Hadronspektren also von vornherein auszuschlie�en. Die Pseu-

doskalare Kopplung liefert in nullter Ordnung

�

uberhaupt keinen Beitrag zu einem statischen

Potential. Wir werden in unserem Salpeter-Baryonmodell wie in dem relativistischen Salpeter-

Mesonmodell von M

�

unz und Resag den Con�nementkern aus einer Kombination von skalaren

1I 
 1I und zeitartigen Vektorkopplungen 


0


 


0

f

�

ur die Wechselwirkung zweier Quarks anneh-

men.
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Wir k

�

onnen in Konsistenz mit dem Bild des Con�nements als gluonischem String je nach Art

der Symmetrisierung bzgl. S

3

das linear ansteigende Potential auf drei verschiedene Arten rea-

lisieren:

1. Als echtes 3-Teilchen-String-Potential (3-K

�

orper-Con�nement), dessen Energie proportio-

nal der k

�

urzesten Verbindung der drei Quarks w

�

achst:

V

conf

qqq

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) = v

qqq

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

)

h

�

1


 �

2


 �

3

i

Sym

(4.4)

mit

v

qqq

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) = a

qqq

+ b

qqq

min

~x

0

3

X

i=1

j~x

i

� ~x

0

j (4.5)

und einer bereits f

�

ur sich symmetrischen Spin-Struktur, beispielsweise

h

�

1


 �

2


 �

3

i

Sym

= 1I 
 1I 
 1I

h

�

1


 �

2


 �

3

i

Sym

=

1

3

�




0


 


0


 1I + 


0


 1I 
 


0

+ 1I 
 


0


 


0

�

h

�

1


 �

2


 �

3

i

Sym

=

x

4

1I
 1I 
 1I +

1� x

4

�




0


 


0


 1I + 


0


 1I 
 


0

+ 1I
 


0


 


0

�

mit 0 � x � 1: (4.6)

Diese Art von Con�nement soll in dieser Arbeit nicht betrachtet werden. Rechnungen

bzgl. dieser echten Dreik

�

orperkraft im Rahmen unseres Salpeter-Baryonmodells sind in

der Diplomarbeit von R. Ricken [36] dokumentiert.

2. Als Summe von 2-Teilchen-String-Potentialen (2-K

�

orper-Con�nement):

V

conf

qq

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) =

X

i<j

V

(i;j)

qq

(j~x

i

� ~x

j

j) (4.7)

mit

V

(1;2)

qq

(j~x

1

� ~x

2

j) = [a

qq

+ b

qq

(j~x

1

� ~x

2

j)] �
 �
 1I

V

(2;3)

qq

(j~x

2

� ~x

3

j) = [a

qq

+ b

qq

(j~x

2

� ~x

3

j)] 1I
 �
 �

V

(3;1)

qq

(j~x

3

� ~x

1

j) = [a

qq

+ b

qq

(j~x

3

� ~x

1

j)] � 
 1I 
 � ; (4.8)

wobei wir die 2-Teilchen-Spinstrukturen wie folgt w

�

ahlen:

� 
 � = 1I 
 1I skalares Con�nement

� 
 � = 


0


 


0

zeitartiges Vektor-Con�nement

� 
 � =

1

2

�

1I
 1I + 


0


 


0

�

Kombination von beiden

3. Als Summe von 2-Teilchen-String-Potentialen (2-K

�

orper-Con�nement), mit einer eigenen

Spinstruktur f

�

ur den konstanten Anteil a

qq

:

Man beachte in 2., da� der konstante Anteil a

qq

des Con�nements mit der gleichen Sp-

instruktur versehen ist wie das linear ansteigende Potential b

qq

(j~x

i

� ~x

j

j). Es stellt sich

die Frage, ob eine solche Spinstruktur, bzw. welche Spinstruktur f

�

ur die Konstante a

qq

�

uberhaupt vern

�

unftig ist. Die Konstante a

qq

sollte daher im allgemeinen mit einer eigenen

Spinstruktur versehen werden:

V

conf

qq

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) = 3 a

qq

h

�

1


 �

2


 �

3

i

Sym

+

X

i<j

V

(i;j)

qq

(j~x

i

� ~x

j

j) (4.9)
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mit

V

(1;2)

qq

(j~x

1

� ~x

2

j) = b

qq

(j~x

1

� ~x

2

j) � 
 � 
 1I

V

(2;3)

qq

(j~x

2

� ~x

3

j) = b

qq

(j~x

2

� ~x

3

j) 1I 
 � 
 �

V

(3;1)

qq

(j~x

3

� ~x

1

j) = b

qq

(j~x

3

� ~x

1

j) �
 1I
 � : (4.10)

Die symmetrische Spinstruktur

�

�

1


 �

2


 �

3

�

Sym

f

�

ur den Con�nement-O�set a

qq

ist

beispielsweise wie in (4.6) zu w

�

ahlen.

Die Verwendung der skalaren Spinstruktur, der zeitartigen Vektor-Spinstruktur und der Kom-

bination der beiden in den Con�nement-Typen 2. und 3. wird in der Diplomarbeit von K. Kretz-

schmar [35] bez

�

uglich Stabilit

�

at, Spin-Bahn-E�ekten und der Beschreibung von Regge-Trajektorien

untersucht. Im einzelnen zeigt sich bei dieser Wahl der Con�nement-Spinstrukturen:

� Mit der zeitartigen Vektor-Spinstruktur �
� = 


0





0

erh

�

alt man das geforderte Regge-

Verhalten M

2

� J . Die Abh

�

angigkeit der Massen vom Variationsparameter � ist stabil.

F

�

ur einen hinreichend gro�en Kon�gurationsraum sind die Massen

�

uber einen gro�en

Bereich unabh

�

angig von �, so da� das Spektrum wohlde�niert ist. Jedoch sind die un-

erw

�

unschten Spin-Bahn-E�ekte zu gro�.

� Mit Wahl der skalaren Spinstruktur � 
 � = 1I 
 1I geht das geforderte Regge-Verhalten

M

2

� J verloren, da die Massen der gebundenen Zust

�

ande f

�

ur gro�e Drehimpulse J zu

klein berechnet werden. Dieses ist ein Faktum, welches ebenfalls im Rahmen des Salpeter-

Modells f

�

ur Mesonen beobachtet wurde [27, 29]. Dar

�

uberhinaus sind hier ebenfalls Spin-

Bahn-E�ekte sehr gro�, sie zeigen aber im Vergleich zur zeitartigen Vektor-Spinstruktur

ein umgekehrtes Vorzeichen. Die Abh

�

angigkeit der Massen vom Variationsparameter � ist

problematisch; es bildet sich selbst bei gro�en Baryonbasen kein signi�kanter Bereich aus,

in dem das Spektrum unabh

�

angig von � ist, so da� die Wahl von � und damit die Massen

nicht wohlde�niert sind.

� Die Kombination �
 � =

1

2

�

1I 
 1I + 


0


 


0

�

der skalaren Spinstruktur mit der zeitarti-

gen Vektor-Spinstruktur ist f

�

ur das Con�nement gut geeignet:

Die unerw

�

unschten Spin-Bahn-Aufspaltungen reduzieren sich um einen Faktor 2, da sich

Spin-Bahn-E�ekte der skalaren und des zeitartigen Vektor-Con�nements gegenseitig auf-

heben. Das geforderte Regge-VerhaltenM

2

� J der zeitartigen Vektor-Spinstruktur bleibt

erhalten. F

�

ur einen hinreichend gro�en Kon�gurationsraum sind die Massen

�

uber einen

gro�en Bereich (ca. 0.5 fm) unabh

�

angig von dem Skalierungsparameter � (vergl. Abb.

4.1).

Wir schlagen daher zwei Ans

�

atze f

�

ur das Con�nementpotential vor:

� Con�nement-Modell I:

V

conf

qq

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) = [a

qq

+ b

qq

(j~x

1

� ~x

2

j)]

1

2

h

1I
 1I
 1I + 


0


 


0


 1I

i

+ [a

qq

+ b

qq

(j~x

2

� ~x

3

j)]

1

2

h

1I
 1I
 1I + 1I
 


0


 


0

i

+ [a

qq

+ b

qq

(j~x

3

� ~x

1

j)]

1

2

h

1I 
 1I 
 1I + 


0


 1I
 


0

i

(4.11)

Bemerkung:

Eine zus

�

atzliche Motivation dieses Ansatzes erfolgt aus dem Salpeter-Modell f

�

ur Mesonen.
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Abbildung 4.1: Die Massen der �

3

2

+

-Resonanzen in Abh

�

angigkeit vom Skalierungsparameter �

im Con�nement-Modell I. Die Gr

�

o�e des Kon�gurationsraumes betr

�

agt N=10 Oszillatorschalen.

M

�

unz und Resag [10, 11] haben den folgenden Ansatz f

�

ur das q�q-Con�nementpotential

vorgeschlagen:

[V �] (~p; ~p

0

) = V(~p� ~p

0

)

h

�(~p

0

)� 


0

�(~p

0

)


0

i

; (4.12)

wobei die skalare Funktion V(~p � ~p

0

) die Fouriertransformierte des Potentials V

F

(r) =

a

q�q

+b

q�q

r im Ortsraum ist. Die Anwendung der Ladungskonjugation

�

andert das Vorzeichen

vor dem 


0


 


0

-Term und f

�

uhrt damit auf den hier gew

�

ahlten Ansatz. Diese Wahl des

Con�nements entspricht damit der kanonischen Erweiterung des Con�nements aus dem

Mesonmodell.

� Con�nement-Modell II: F

�

ur dieses Con�nement-Modell

�

ubernehmen wir den Orts-

abh

�

angigen Teil des Modells I. Den konstanten Anteil ersetzen durch die Projektor-

Spinstruktur

O

i

1I + 


0

2

+

O

i

1I� 


0

2

=

1

4

�

1I 
 1I 
 1I + 1I 
 


0


 


0

+ 


0


 1I 
 


0

+ 


0


 


0


 1I

�

: (4.13)

Die so gew

�

ahlte Konstante vermischt keine oberen und unteren Komponenten.

4.2.2 Die 't Hooftsche Wechselwirkung

Aus nichtrelativistischen Potentialmodellen ist bekannt, da� ein Con�nementpotential allein

nicht die Aufspaltungen zwischen Oktett- und Dekuplett-Grundzustandsbaryonen wie z.B. die

��N -Aufspaltung beschreiben kann. Man mu� daher die Quarkwechselwirkung um eine zus

�

atz-

liche Restwechselwirkung erweitern.
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Ein naheliegender Ansatz ist die Erweiterung des Wechselwirkungskernes durch Teile des st

�

orungs-

theoretischen Ein-Gluon-Austauschs. F

�

ur Systeme mit leichten Quarks (u, d, s) ist die Verwen-

dung einer st

�

orungstheoretisch motivierten Restwechselwirkung allerdings fragw

�

urdig. Au�er-

dem ist der Ein-Gluon-Austausch eine Wechselwirkung, die nicht auf die Flavour-Freiheitsgrade

der Quarks wirkt.

Es gibt aber einen weiteren Kandidaten f

�

ur eine qq-Restwechselwirkung, die nicht direkt auf

einen st

�

orungstheoretischen Ansatz beruht, sondern aus Instanton-E�ekten in der QCD abge-

leitet werden kann. Sie wurde erstmals u.a. von 't Hooft berechnet [32{34], weshalb wir die

Wechselwirkung im folgenden auch als 't Hooftsche Kraft oder 't Hooftsche Wechselwirkung

bezeichnen. Sie wurde bereits erfolgreich in nichtrelativistischen Quarkmodellen [22,21] f

�

ur die

Berechnung von Baryon- und Mesonspektren verwendet. Sie besitzt die bemerkenswerte Ei-

genschaft, explizit auf die Flavour-Freiheitsgrade der Quarks zu wirken, so da� man mit ihr

im nichtrelativistischen Quarkmodell die Aufspaltung zwischen den Oktett- und Dekuplett-

Grundzustandsbaryonen in der korrekten Weise beschreiben konnte. M

�

unz und Resag [10, 11]

verwendeten diese Restwechselwirkung ebenfalls schon im Rahmen ihres relativistischen Quark-

modells zur Berechnung der Massen und Zerfallseigenschaften von Mesonen. Mit ihrer Hilfe

konnten sie u.a. die � � � � �

0

- Aufspaltung und die � � �

0

-Flavourmischung korrekt beschrei-

ben.

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit wird sein, zu dokumentieren, wie die 't Hooftsche Wechselwir-

kung im Rahmen unseres kovarianten Salpeter-Modells das Spektrum der Grundzustandsba-

ryonen pr

�

agt. Ebenso wollen wir darstellen wie mit Hilfe von 't Hoofts Kraft in diesem Modell

das Roper-Problem gel

�

ost wird.

In nichtabelschen Feldtheorien gibt es spezielle L

�

osungen der klassischen Feldgleichungen (In-

stantonen), die zur Konstruktion einer e�ektiven Lagrangedichte f

�

ur drei Flavours benutzt

werden k

�

onnen. Die Normalordnung dieser Lagrangedichte f

�

uhrt u.a. zu einer e�ektiven 2-

Teilchenwechselwirkung

1

.

Die e�ektive 2-Teilchen-Lagrangedichte hat folgende Gestalt:

�L(2) = �

3

16

X

i

X

kl

X

mn

g

e�

(i) �

ikl

�

imn

�

n

: �q

k

�q

l

h

1I 
 1I + 


5


 


5

i �

2 P

C

�

3

+ P

C

6

�

q

m

q

n

:

o

(4.14)

Hierbei sind i, k, l, m, n Flavourindizes; statt der Colour- und Dirac-Indezes benutzen wir die

Notation

�q�q (A 
B) qq �

X

i;j

X

k;l

�q

i

�q

j

A

ik

B

jl

q

k

q

l

: (4.15)

g

e�

(i) sind die e�ektiven Kopplungskonstanten, die als Parameter in unser Modell eingehen. P

C

6

und P

C

�

3

sind die Projektionsoperatoren auf Colour-Sextett- und Colour-Antitriplett-Zust

�

ande:

P

C

6

=

1

2

(1I

C

+ �

C

) =

2

3

1I

c

+

1

4

~

� �

~

�

P

C

�

3

=

1

2

(1I

C

� �

C

) =

1

3

1I

c

�

1

4

~

� �

~

� (4.16)

wobei der Farbaustauschoperator �

C

de�niert ist als �

C

ij;kl

= �

il

�

jk

und �

a

, a 2 f1; :::; 8g die

acht Colour-SU(3)-Matrizen bezeichnen. Die beiden �-Tensoren auf dem Flavourraum zeigen

explizit die antisymmetrische Flavour-Abh

�

angigkeit der Wechselwirkung.

1

Dar

�

uberhinaus erh

�

alt man ebenfalls den Anteil einer 3-Teilchen-Wechselwirkung. Dieser besitzt allerdings

Projektoren auf Farb-Oktett- und Farb-Dekuplett-Zust

�

ande, die f

�

ur qqq-Colour-Singulett-Zust

�

ande keinen Bei-

trag liefern.



78 4. Baryonspektren im Salpeter-Modell

Durch Anwendung des Wickschen Theorems extrahiert man aus der 4-Punkt-Greensfunktion

erster Ordnung

G(x

1

; x
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; x
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) (��L(2)(y)) j0i (4.17)

folgenden lokalen, instantanen Beitrag einer 2-Teilchen-Kraft zum Wechselwirkungskern:
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mit

h
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Die Indizes s, f und c bezeichnen hier Dirac-, Flavour- und Colourindizes. Der zweite Term

(1 $ 2) beschreibt einen zweiten Vertex, bei dem die Endzustands-Teilchen vertauscht sind.

Bei der Anwendung des Kernes auf total antisymmetrische Baryonzust

�

ande liefert die Vertau-

schung der Endzustands-Teilchen nur ein Vorzeichen, so da� beide Vertizes durch einen Faktor

2 zusammengefa�t werden k

�

onnen.

Bilden wir die Matrixelemente dieser Wechselwirkung, so kann das Colour-Matrixelement ab-

separiert und direkt berechnet werden:

hC

A

j

�

P

C

6

+ 2 P

C

�

3

�

jC

A

i = 2 hC

A

jP

C

�

3

jC

A

i = 2 : (4.20)

Es liefert damit ebenfalls einen Faktor 2.

Der 3-Teilchen-Kern f

�

ur die Instanton-induzierte qq-Restwechselwirkung in unserem Salpeter-

Baryonmodell wird schlie�lich durch eine Summe der Zweiteilchenwechselwirkungen angesetzt:

V

't Hooft

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) = V

(12)

't Hooft

(~x

1

� ~x
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wobei
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't Hooft
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1

� ~x
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) = (4.22)
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� ~x
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P

F

A

ij

(nn) ist hierbei der Projektor auf Flavourzust

�

ande die in i und j nonstrange und antisym-

metrisch sind; entsprechend projiziert P

F

A

ij

(ns) auf Flavourzust

�

ande die in i und j strange und

antisymmetrisch sind. Die zugeh

�

origen Kopplungskonstanten sind de�niert als

g =

3

8

g

e�

(s) und g

0

=

3

8

g

e�

(n) : (4.24)

Die 't Hooftsche Wechselwirkung ist eine Punktwechselwirkung und wegen der �-Funktion sin-

gul

�

ar. Sie mu� daher regularisiert werden. Dazu ersetzen wir die �-Funktion durch eine Gau�-

Funktion:

�

(3)

(~x

1

� ~x

2
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1

�

3

�

3
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e

�

�
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�~x
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�

2

: (4.25)
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Der Parameter � kann als e�ektive Reichweite der Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung

angesehen werden.

Im nichtrelativistischen Grenzfall f

�

uhrt die Restwechselwirkung auf Auswahlregeln auf dem

Flavour- und Ortsraum. Die Gesamtsymmetrie der Wellenfunktion und die Tatsache, da� die

Dirac-Struktur 1I
1I+


5





5

der 't Hooftschen Wechselwirkung einen Projektor darstellt, folgt

eine weitere Auswahlregel im Spinraum:

Insgesamt wirkt sie nur auf 2-Teilchenzust

�

ande, die antisymmetrisch im Flavour- und Spinraum

sind und symmetrische Impuls- bzw. Ortswellenfunktionen mit trivialem 2-Teilchen-Bahndreh-

impuls besitzen (Diquarks). Im nichtrelativistischen Quarkmodell ist die Wechselwirkung somit

eine Paarkraft, die 2-Quarkzust

�

ande mit trivialen Quantenzahlen im Spin- und Bahndrehimpuls

zu sogenannten skalaren Diquarks korreliert.

Die Wirkung der 't Hooftschen Kraft auf die Baryonzust

�

ande in unserem Modell ist nicht so

unmittelbar einsichtig, da aufgrund der Einbettungsoperation zwischen den 2�2�2-Baryonzu-

st

�

anden die Operatoren Q stehen. Die Wirkung auf skalare Diquarks wird sicherlich noch domi-

nant sein, doch k

�

onnte prinzipiell die 't Hooftsche Wechselwirkung in unserem Modell ebenfalls

auf Diquarks mit nichttrivialem Spin wirken, so da� eine andere Wirkung der 't Hooftschen

Kraft als im nichtrelativistischen Quarkmodell m

�

oglich ist.



80 4. Baryonspektren im Salpeter-Modell

4.3 Die Resultate und ihre Diskussion

4.3.1 Die Massenspektren der Baryonen

Wir wollen in diesem Abschnitt die mit unserem Salpeter-Baryonmodell berechneten Spektren

diskutieren.

Wir hatten bereits im Abschnitt 4.1.2 angesprochen, da� zun

�

achst nicht klar ist, wie die Sp-

instruktur f

�

ur die Konstante a

qq

des Con�nementpotentials zu w

�

ahlen ist. Wir werden daher

die zwei vorgeschlagenen Varianten des Con�nements I und II untersuchen, die sich strukturell

nur durch die f

�

ur die Konstante a

qq

gew

�

ahlte Spinstruktur unterscheiden. Wir berechnen und

diskutieren also die Baryonspektren in den beiden folgenden Modellen:

� Modell I : Con�nement-Modell I + 't Hoofts Kraft

� Modell II: Con�nement-Modell II + 't Hoofts Kraft

In den Abbildungen 4.2 bis 4.7 sind jeweils die berechneten Spektren beider Modelle f

�

ur die �,

N , �, � und 
-Baryonen dargestellt. Das obere Bild zeigt jeweils die Resultate des Modells I,

das untere die entsprechenden Ergebnisse des Modells II. Zu jedem Drehimpuls, f

�

ur den gemes-

sene Resonanzen vorliegen [37], wird jeweils links das berechnete und rechts das experimentelle

Spektrum abgebildet. Die K

�

astchen um die experimentellen Werte stellen die Unsicherheit der

gemessenen Resonanzpositionen dar.

Bevor wir die einzelnen Sektoren diskutieren, wollen wir einige Bemerkungen

�

uber die Parameter

der Modelle machen.

Parameter

Unser Modell ben

�

otigt insgesamt 7 Parameter: dazu geh

�

oren zun

�

achst die nonstrange-Massem

n

und die strange-Masse m

s

, die Konstante a

qq

und die Con�nement-Steigung b

qq

des Con�ne-

mentpotentials, sowie die Kopplungsst

�

arken g, g

0

und die Reichweite � der Instanton-induzierten

Restwechselwirkung.

Da die 't Hooftsche Kraft nicht auf die Dekuplett-Zust

�

ande wirkt, und die �-Zust

�

ande nur

nonstrange-Quarkinhalt besitzen, werden in beiden Modellen die nonstrange-Quarkmasse m

n

,

sowie die Parameter a

qq

, b

qq

des Con�nementpotentials durch die Anpassung des �-Spektrums

an die experimentellen Resonanz-Positionen bestimmt. Die 't Hooft-Kopplungsst

�

arke g wird

dann am N

1

2

+

-Grundzustand angepa�t. Um eine gen

�

ugend starke Wirkung der 't Hooftschen

Kraft zu realisieren, mu� der Reichweitenparameter � klein gegen

�

uber der charakteristischen

L

�

angenskala der Baryonen sein.

Mit den am nonstrange-Sektor �xierten Con�nementparametern wird die strange-Quarkmasse

so gew

�

ahlt, da� die durch die Flavour-SU(3)-Brechung bedingte Aufspaltung zwischen den

Dekuplett-Grundzustandsbaryonen mit unterschiedlicher Strangeness richtig beschrieben wird.

Die Kopplungsst

�

arke g

0

f

�

ur das strange-Diquark wird durch die Anpassung der Oktett-Grund-

zustandsbaryonen � und � festgelegt.

Bemerkung:

Im Modell II ist die Anpassung der Modellparameter im gro�en und ganzen unproblematisch.

Im Modell I bereitet die richtige Wahl der Kopplungsst

�

arken g und g

0

Probleme: Die Wahl

der Kopplungskonstanten g erfordert einen Kompromi� bzgl. der Absenkung des N

1

2

+

und des

�

1

2

+

; es zeigt sich n

�

amlich, da� mit wachsender Kopplungskonstante g das � st

�

arker abgesenkt

wird als das Nukleon, was der Erwartung aus dem Experiment widerspricht. Eine konsistente

Beschreibung vonN und � ist deshalb nicht m

�

oglich. Ebenso ist ein Kompromi� bei der Wahl der

Kopplungsst

�

arke g

0

notwendig: � wird wesentlich schw

�

acher durch 't Hoofts Kraft beein
u�t als

�; auch dies widerspricht der Erwartung aus dem Experiment. Die Wirkung von 't Hoofts Kraft
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auf die Oktett-Grundzustandsbaryonen ist ein grunds

�

atzliches Problem im Modell I, das wir

ausf

�

uhrlich im Abschnitt 4.3.2 dokumentieren und diskutieren werden. Es zeigt sich schlie�lich,

da� eine konsistente Beschreibung der Grundzustandsbaryonen im Modell I nicht m

�

oglich ist,

wie man auch in den folgenden Spektren der Baryonen erkennen kann.

Die in den beiden Modellen verwendeten Parameter sind in der Tabelle 4.1 angegeben.

Parameter Modell I Modell II

m

n

230 MeV 230 MeV

m

s

550 MeV 550 MeV

a

qq

-1210 MeV -872 MeV

b

qq

1300 MeV fm

�1

1108 MeV fm

�1

g 120 MeV fm

3

80 MeV fm

3

g

0

70 MeV fm

3

70 MeV fm

3

� 0.2 fm 0.2 fm

Tabelle 4.1: Die Parameter f

�

ur die Modelle I und II.
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Das Spektrum der �-Resonanzen

Die Abbildung 4.2 zeigt das Spektrum der �-Resonanzen. Wie man sieht, k

�

onnen beide Modelle

die wesentlichen Strukturen des experimentellen �-Spektrums erkl

�

aren.

Die Instanton-induzierte Wechselwirkung wirkt nicht auf Flavour-Dekuplett-Zust

�

ande. S

�

amtli-

che Resonanzen des �-Spektrums sind daher vollst

�

andig durch das Con�nementpotential und

die kinetische Energie bestimmt.

Der �

3

2

+

-Grundzustand liegt in beiden Modellen etwas zu hoch; das liegt daran, da� wir den

Grundzustand nicht optimal an den experimentellen Wert angepa�t haben, um noch eine akzep-

table Beschreibung der beiden ersten angeregten Zust

�

ande negativer Parit

�

at, �

1

2

�

und �

3

2

�

, zu

erreichen. Diese beiden Zust

�

ande zeigen relativ zueinander die falsche Aufspaltung: �

3

2

�

liegt

in beiden Modellen zu tief.

Ein wesentlicher Fortschritt gegen

�

uber dem nichtrelativistischen Quarkmodell zeigt sich in der

Beschreibung der angeregten Zust

�

ande negativer Parit

�

at in der 3�h!-Schale: im nichtrelativisti-

schen Quarkmodell lagen diese Zust

�

ande um

�

uber 300 MeV zu hoch [23,21,22]. Die Absenkung

dieser Resonanzen durch die relativistischen E�ekte ist in den Sektoren �

1

2

�

und �

3

2

�

so gro�,

da� tats

�

achlich berechnete Zust

�

ande mit experimentell gefundenen Resonanzen identi�ziert wer-

den k

�

onnen. Die Absenkung f

�

uhrt dazu, da� die tiefsten Zust

�

ande des 3�h!-Bandes quasi mit

Zust

�

anden der 2�h!-Schale positiver Parit

�

at entartet sind. Allerdings ist die Zahl der in diesem

Bereich berechneten Zust

�

ande wesentlich h

�

oher als die Zahl der experimentell beobachteten

Zust

�

ande.

Im Spektrum positiver Parit

�

at liegt die berechnete Position der �

1

2

+

-Resonanz aufgrund zu

starker Spin-Bahn-E�ekte [35] zu tief, die

�

ubrigen Zust

�

ande der 2�h!-Schale in den Sektoren

�

3

2

+

, �

5

2

+

und �

7

2

+

werden von beiden Modellen in sehr guter

�

Ubereinstimmung mit dem

Experiment beschrieben.

Ein weiterer Fortschritt unseres kovarianten Baryonmodells gegen

�

uber nichtrelativistischen Mo-

dellen besteht darin, da� sogar die h

�

oheren Drehimpulse in guter

�

Ubereinstimmung mit dem

Experiment erkl

�

art werden k

�

onnen. Im nichtrelativistischen Quarkmodell lagen die berechneten

Resonanzen h

�

oherer Drehimpulse um

�

uber 400 MeV zu hoch!! Insbesondere zeigt sich in bei-

den Modellen, da�

�

uberall dort , wo sich ein experimentell beobachteter Zustand be�ndet, sich

selektiv ein Zustand von den

�

ubrigen Zust

�

anden der gleichen Oszillator-Schale absenkt. Dieses

beobachtet man zum Beispiel in den Sektoren �

11

2

+

, �

9

2

�

und �

13

2

�

.

Im gro�en und ganzen wird das �-Spektrum also von beiden Modellen gleich gut beschrieben.
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Abbildung 4.2: Das �-Spektrum. In jeder Spalte sind f

�

ur festes J

�

links die berechneten

und rechts die experimentell bekannten Zust

�

ande dargestellt. Die berechneten Zust

�

ande sind

nach Spin und Parit

�

at klassi�ziert. Die experimentelle Resonanzposition ist durch einen Strich

angegeben, die Box deutet den Bereich der Fehlergrenzen an.
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Das Spektrum der N-Resonanzen

Abbildung 4.3 zeigt das Spektrum der N -Resonanzen f

�

ur beide Modelle I und II. Im N -Sektor

bewirkt die Instanton-induzierte qq-Restwechselwirkung eine Massenaufspaltung nach Ma�gabe

der Zahl der in den Zust

�

anden vorhandenen (skalaren) Diquarkkomponenten.

F

�

ur das Nukleon N

1

2

+

, also dem Oktett-Grundzustandsbaryon dieses Sektors ist diese Aufspal-

tung am gr

�

o�ten. Mit Hilfe von 't Hoofts Kraft wird also wie schon im nichtrelativistischen

Quarkmodell [23, 21,22] die N ��-Aufspaltung richtig wiedergegeben. Im Modell I mu� aller-

dings daf

�

ur die Kopplungsst

�

arke g wesentlich gr

�

o�er gew

�

ahlt werden als im Modell II. Auf die

Absenkung des Nukleons N durch die Wirkung der 't Hooftschen Kraft, die zu der im Experi-

ment beobachteten N��-Aufspaltung f

�

uhrt, werden wir im Abschnitt 4.3.2 noch ausf

�

uhrlicher

dokumentieren.

Ein besonderer Erfolg unseres Modells ist, da� sich im N

1

2

+

-Sektor infolge der Wirkung der 't

Hooftschen Kraft selektiv ein Zustand aus der 2�h!-Schale absenkt, und zwar weit genug, um den

als Roper-Resonanz bekannten Zustand N

1

2

+

(1440) beschreiben zu k

�

onnen. In beiden Modellen

wird dieses au�

�

allige Merkmal etwa gleich gut beschrieben. Im Modell II wird dar

�

uberhinaus

ein weiterer Zustand der 2�h!-Schale absenkt, der die experimentell beobachtete '***'-Resonanz

N

1

2

+

(1710) gut reproduziert. Auch diesen E�ekt der 't Hooftschen Wechselwirkung wollen wir

im Abschnitt 4.3.2 genauer dokumentieren.

Zwar hat man in nichtrelativistischen Quarkmodellen ebenfalls eine Absenkung dieser Roper-

Resonanz beobachtet, jedoch lag bei einer korrekten Anpassung des N

1

2

+

-Grundzustandes diese

immer noch weit ( etwa 200 MeV)

�

uber der experimentellen Position. Dieses Resultat zeigt, da�

f

�

ur die Beschreibung der Roper-Resonanz o�enbar relativistische E�ekte eine ganz wesentliche

Rolle spielen!

Wie beim �-Spektrum liegen s

�

amtliche Zust

�

ande der 2�h!-Schale positiver Parit

�

at in der vom

Experiment geforderten H

�

ohe, n

�

amlich etwas oberhalb der ersten angeregten Zust

�

ande negativer

Parit

�

at der 1�h!-Schale. Im Modell II wird diese Situation etwas besser beschrieben als im

Modell I.

Die niedrigsten Anregungen negativer Parit

�

at erfahren durch die Wirkung von 't Hoofts Kraft

ebenfalls eine Aufspaltung. Die Di�erenz der beiden N

1

2

�

-Zust

�

ande wird von beiden Modellen

richtig beschrieben, im Modell II liegt die Position der beiden Resonanzen allerdings etwas zu

tief. Entsprechendes gilt f

�

ur die ersten angeregtenN

3

2

�

-Zust

�

ande. Ein nicht so gl

�

ucklicher E�ekt

ist, da� die 't Hooftsche Kraft in den N

1

2

�

- und N

3

2

�

-Sektoren einen Zustand der 3�h!-Schale

bis in die 1�h!-Schale absenkt. Insbesondere im N

3

2

�

-Sektor ist die Zuordnung der berechneten

Resonanzen zu den experimentellen Resonanzen nicht eindeutig, denn experimentell wurde ein

solcher Zustand noch nicht beobachtet.

Wie im �-Sektor wird auch im N -Sektor die experimentell beobachtete Lage der 3�h!-Schale

negativer Parit

�

at auf etwa gleicher H

�

ohe mit der 4�h!-Schale positiver Parit

�

at korrekt beschrie-

ben. Allerdings ist auch hier wieder die Dichte der berechneten Zust

�

ande sehr gro�. Von den

berechneten Resonanzen fallen aber s

�

amtliche in die Fehlerbereiche der experimentell beobach-

teten Zust

�

ande, die so gro� sind, da� vielleicht mehrere Resonanzen in diesen Bereichen nicht

aufgel

�

ost werden konnten.

Wie wir es schon im �-Spektrum beobachtet haben, werden Zust

�

ande mit hohen Drehimpulsen

von beiden Modellen gut beschrieben. Die Zust

�

ande negativer Parit

�

at liegen allerdings etwas

zu tief; f

�

ur die Zust

�

ande N

7

2

�

und N

11

2

�

betr

�

agt die Abweichung vom Experiment in beiden

Modellen etwa 100 MeV.



4.3. Die Resultate und ihre Diskussion 85

1000

1500

2000

2500

3000

1

2

+

1

2

�

3

2

+

3

2

�

5

2

+

5

2

�

7

2

+

7

2

�

9

2

+

9

2

�

11

2

+

11

2

�

13

2

+

13

2

�

M

[MeV ]

J

�

N -Resonanzen [T =

1

2

; S

�

= 0] Modell I

1000

1500

2000

2500

3000

1

2

+

1

2

�

3

2

+

3

2

�

5

2

+

5

2

�

7

2

+

7

2

�

9

2

+

9

2

�

11

2

+

11

2

�

13

2

+

13

2

�

M

[MeV ]

J

�

N -Resonanzen [T =

1

2

; S

�

= 0] Modell II

Abbildung 4.3: Das N -Resonanz-Spektrum. Zur Erl

�

auterung siehe Beschriftung der Abbil-

dung 4.2.



86 4. Baryonspektren im Salpeter-Modell

Das Spektrum der �-Resonanzen

Abbildung 4.4 zeigt f

�

ur beide Modelle das Spektrum der �-Resonanzen.

Im �-Sektor wirkt die 't Hooftsche Kraft sowohl auf nonstrange- als auch auf strange-Diquarks.

Am st

�

arksten wird wieder der Oktett-Baryongrundzustand �

1

2

+

abgesenkt. Diese Absenkung

erfolgt im wesentlichen durch den nonstrange-Diquarkinhalt des �

1

2

+

, also haupts

�

achlich durch

die Kopplungsst

�

arke g, zum kleinen Teil durch g

0

.

Wir hatten den Wert von g durch die korrekte ��N -Aufspaltung �xiert. Im Modell II gelingt

mit diesem Wert von g in konsistenter Weise ebenfalls die geforderte Absenkung des �

1

2

+

-

Oktett-Grundzustands auf den experimentell beobachteten Wert. Dagegen sehen wir im Modell

I das bereits angesprochene Problem, da� durch das zu gro�e g der �

1

2

+

-Grundzustand zu stark

abgesenkt wird. Im Modell I k

�

onnen deshalb die Grundzust

�

ande N und � nicht konsistent

beschrieben werden.

Wie im N

1

2

+

-Sektor spaltet sich auch im �

1

2

+

-Sektor ein Zustand aus der 2�h!-Schale in bei-

den Modellen gen

�

ugend stark ab, um den zur N -Roper-Resonanz analogen Roper-Typ-Zustand

�

1

2

+

(1600) in sehr guter

�

Ubereinstimmung mit dem Experiment beschreiben zu k

�

onnen. Der

zweite angeregte �

1

2

+

-Zustand wird ebenfalls durch den Ein
u� der 't Hooftschen Wechselwir-

kung in beiden Modellen bis auf den experimentellen Wert abgesenkt. Insgesamt werden die

Zust

�

ande der 2�h!-Schale mit den Drehimpulsen J

�

=

1

2

+

,

3

2

+

und

5

2

+

in beiden Modellen gut

beschrieben.

Das Spektrum der negativen Parit

�

aten wird vom Modell II besser reproduziert: Im �

3

2

�

-Sektor

fallen die ersten beiden Anregungen mit den experimentell beobachteten Resonanzen zusam-

men. Im �

1

2

�

-Sektor ist die

�

Ubereinstimmung mit dem Experiment ebenfalls zufriedenstellend.

In beiden Modellen ist es sogar m

�

oglich, die Aufspaltung zwischen der �

3

2

�

(1520)- und der

tie
iegenden �

1

2

�

(1405)-Resonanz tendenziell zu beschreiben. Die �

1

2

�

(1405)-Resonanz wird

um etwa nur 40 MeV verfehlt. Es zeigt sich, da� auch diese Aufspaltung ein Instanton-E�ekt

ist, also durch die 't Hooftsche Kraft verursacht wird, denn bei Abwesenheit der 't Hooftschen

Wechselwirkung sind beide Zust

�

ande entartet. Wir werden dies im Abschnitt 4.3.2 dokumentie-

ren. Wir ben

�

otigen f

�

ur die Beschreibung der tie
iegenden �

1

2

�

(1405) also keinen zus

�

atzlichen

Spin-Bahn-E�ekt, mit dem man diese Aufspaltung fr

�

uher zu erkl

�

aren versucht hatte.
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Abbildung 4.4: Das �-Resonanz-Spektrum. Zur Erl

�

auterung siehe Beschriftung der Abbildung

4.2.
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Das Spektrum der �-Resonanzen

Bei den Spektren der �-Resonanzen (Abbildung 4.5) ist au�

�

allig da� das Modell II die ���

�

-

Aufspaltung wesentlich besser reproduziert als das Modell I, welches etwa nur die H

�

alfte der

experimentell gemessenen Aufspaltung liefert. Dieses Problem ist in der unterschiedlichen Wir-

kung von 't Hoofts Kraft auf die Oktett-Grundzustandsbaryonen � und � begr

�

undet: Mit

der im Modell I gew

�

ahlten Kopplungsst

�

arke g

0

liegt n

�

amlich das � bereits unter dem experi-

mentellen Wert (vergl. Abb. 4.6) und sogar unter dem �. Eine konsistente Beschreibung der

Grundzust

�

ande � und � ist im Modell I nicht m

�

oglich!

Die Roper-Typ-Resonanz �

1

2

+

(1660) wird ebenfalls im Modell II besser beschrieben; eine

�

Uber-

einstimmung mit dem experimentellen Wert wie im Fall derN - und �-Roper-Resonanzen gelingt

jedoch auch nicht im Modell II: sie liegt etwa 100 MeV zu hoch. Allerdings ist dieses Resultat ein

gro�er Fortschritt gegen

�

uber dem nichtrelativistischen Modell [23], in dem die Roper-Resonanz

�

1

2

+

(1660) um etwa 300 bis 400 MeV verfehlt wurde. Die Zust

�

ande mit h

�

oheren Drehimpulsen

wie �

7

2

+

und �

5

2

�

werden richtig berechnet. Insgesamt ist die Beschreibung der experimentellen

Situation des �-Sektors bei beiden Modellen nicht so gut wie in den anderen Sektoren.

Das Spektrum der �-Resonanzen

Im �-Sektor (siehe Abbildung 4.6) gibt es insgesamt nur drei Zust

�

ande, deren Quantenzahlen

vollst

�

andig bekannt sind.

Im Modell II ist die � � �

�

-Aufspaltung zu gro�: der Oktett-Grundzustand � liegt zu tief,

der Dekuplett-Grundzustand �

�

liegt um den gleichen Betrag zu hoch. Im Modell I wird die

� � �

�

-Aufspaltung korrekt beschrieben, jedoch liegen beide Zust

�

ande zu tief.

Die experimentele Lage der Resonanz �

3

2

�

wird in beiden Modellen richtig berechnet.

Wie in denN

1

2

+

-, �

1

2

+

- und �

1

2

+

-Sektoren berechnen wir auch im �

1

2

+

-Sektor einen Zustand der

selektiv gegen

�

uber den anderen Zust

�

anden der 2�h!-Schale abgesenkt wird. Ein experimenteller

Kandidat f

�

ur diesen Roper-Typ-Zustand k

�

onnte die �

??

(1950)-Resonanz sein, deren Spin und

Parit

�

at aber nicht bekannt sind.

Das 
-Spektrum

Im 
-Sektor (siehe Abbildung 4.7) gibt es nur einen Zustand, n

�

amlich den 


3

2

+

(1672)-Grundzu-

stand, dessen Quantenzahlen vollst

�

andig bekannt sind. Von den

�

ubrigen Resonanzen 


??

���

(2252),




??

��

(2380) und 


??

��

(2474) sind der Drehimpuls J und die Parit

�

at � unbekannt; wir haben sie

daher in alle Sektoren J

�

=

1

2

+

;

1

2

�

;

3

2

+

;

3

2

�

mit eingezeichnet. Der 


3

2

+

(1672)-Zustand liegt im

Modell II etwa 60 MeV zu hoch. Dieses resultat ist allerdings besser als im Modell I, wo der

Zustand um ca. 130 MeV zu tief liegt. Die Identi�zierung der von uns berechneten angeregten

Zust

�

anden in den vier dargestellten Sektoren mit den Zust

�

anden 


??

���

(2252), 


??

��

(2380) und




??

��

(2474) ist schwierig.
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Abbildung 4.5: Das �-Resonanz-Spektrum. Zur Erl

�

auterung siehe Beschriftung der Abbildung

4.2.
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Abbildung 4.6: Das �-Resonanz-Spektrum. Zur Erl
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auterung siehe Beschriftung der Abbildung
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Abbildung 4.7: Das 
-Resonanz-Spektrum. Zur Erl

�

auterung siehe Beschriftung der Abbildung

4.2.
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Wir fassen zusammen:

� Im nonstrange-Sektor liefern beide Modelle I und II etwa gleich gute Resultate. Da-

gegen schneidet das Modell I im strange-Sektor deutlich schlechter ab: Die Lage der

Grundzustandsbaryonen, also insbesondere die Massenaufspaltung zwischen Oktett- und

Dekuplett-Grundzust

�

anden infolge der 't Hooftschen Kraft wird im Modell I falsch be-

schrieben. Diesbez

�

uglich sind dagegen die Resultate des Modells II recht zufriedenstellend,

die ��N -, �� �

�

-, �� �

�

- und �� �-Aufspaltungen werden richtig wiedergegeben.

� Wir k

�

onnen in beiden Modellen die Roper-Resonanzen N

1

2

+

(1440) und �

1

2

+

(1600) in sehr

guter

�

Ubereinstimmung mit dem Experiment reproduzieren! Die Roper-Typ-Resonanz

�

1

2

+

(1660) wird um nur 100 MeV verfehlt.

� Durch relativistische E�ekte sind die 1�h!-, 3�h!-, 5�h!-Schalen negativer Parit

�

at und die

2�h!-, 4�h!-Schalen positiver Parit

�

at in beiden Modellen im Vergleich zum nichtrelati-

vistischen Quarkmodell stark abgesenkt, und ihre Lage entspricht im wesentlichen der

experimentellen Situation.

� Angeregte Zust

�

ande mit hohen Drehimpulsen sind i.a. in guter

�

Ubereinstimmung mit dem

Experiment und zeigen das korrekte Regge-Verhalten.

� Die �

1

2

�

(1405)-Resonanz zeigt in beiden Modellen eine Absenkung gegen

�

uber der �

3

2

�

(1520)-

Resonanz und verfehlt die experimentelle Resonanzposition um etwa nur 40 MeV.
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4.3.2 Untersuchung der Instanton-induzierten Quark-Quark-Restwechselwir-

kung

Die Diskussion der Spektren im vorangegangenen Abschnitt hat f

�

ur das Modell II folgendes

gezeigt: Mit einem Con�nement-Potential, welches eine solche Spinstruktur besitzt, da� Spin-

Bahn- und Spin-Spin-Wechselwirkungen m

�

oglichst stark unterdr

�

uckt werden, k

�

onnen wesent-

liche im Abschnitt 4.1.1 aufgef

�

uhrten Merkmale der Baryonspektren unter Hinzunahme der

Instanton-induzierten Quark-Quark-Restwechselwirkung erkl

�

art werden. Viele dieser Haupt-

merkmale und Strukturen sind gerade durch die Wirkung der 't Hooftschen Wechselwirkung

beschreibbar. Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt die Bedeutung der 't Hooftschen Kraft

und der von ihr beschriebenen Strukturen des Baryonspektrums gezielt studieren:

� Die Massenaufspaltungen zwischen Grundzustandsbaryonen des Dekupletts und des Ok-

tetts mit gleichen Flavourinhalten (d.h. gleicher Strangeness S

�

), also

N

1

2

+

����

(939) � �

3

2

+

����

(1232)

�

1

2

+

����

(1193) � �

�

3

2

+

����

(1385)

�

1

2

+

����

(1318) � �

�

3

2

+

����

(1530)

sowie der �

1

2

+

����

(1193)� �

1

2

+

����

(1116)-Aufspaltung im Baryonoktett.

� Die Absenkung der Roper-Resonanz N

1

2

+

����

(1440), sowie der analogen Roper-Typ-Resonanzen

�

1

2

+

���

(1660) und �

1

2

+

���

(1600) ( und �

??

���

(1950)=�

1

2

+

���

(1950) ?).

� Die Absenkung der �

1

2

�

����

(1405)-Resonanz gegen

�

uber �

3

2

�

����

(1520).

Wir wollen auch die Frage kl

�

aren, warum im Modell I, welches f

�

ur die 'Konstante' des Con�nement-

Potentials nicht die Projektor-Spin-Struktur benutzt, die Lage der Grundzustandsbaryonen und

ihre relativen Massenaufspaltungen nicht richtig beschrieben werden. Wir werden deshalb beide

Modelle in die Diskussion einbeziehen.

Die Lage der Grundzustandsbaryonen und ihre Aufspaltung

In den Abbildungen 4.8 und 4.9 haben wir die Lage der Grundzustandsbaryonen des 56-pletts

f

�

ur die Modelle I und II in Abh

�

angigkeit von den e�ektiven Kopplungsst

�

arken g und g

0

der

't Hooftschen Wechselwirkung (mit dem �xierten, in beiden Modellen verwendeten Reichweiten-

Parameter �=0.2 fm) dargestellt.

A zeigt das Spektrum der Grundzustandsbaryonen unter Vernachl

�

assigung der qq-Restwechsel-

wirkung (g = g

0

= 0), also nur unter dem Ein
u� des Con�nementkernes und der kinetischen

Energie. Zwischen A und B wird die e�ektive Kopplungsst

�

arke g f

�

ur das nonstrange-Diquark

bis auf den in dem jeweiligen Modell verwendeten Wert heraufgefahren und das Spektrum in

Abh

�

angigkeit von g dargestellt. Die Kopplungsst

�

arke g

0

f

�

ur das strange-Diquark bleibt dabei auf

g

0

= 0 �xiert. B zeigt dann das Spektrum der Grundzustandsbaryonen mit der in dem Modell

verwendeten Kopplungsst

�

arke g f

�

ur nonstrange-Diquarks unter Vernachl

�

assigung der Paarkraft

auf die strange-Diquarks. Zwischen B und C wird dann die e�ektive Kopplungsst

�

arke g

0

f

�

ur

das strange-Diquark bis auf den im Modell benutzten Wert variiert, wobei nun g �xiert bleibt.

C zeigt schlie�lich das Spektrum der Grundzustandsbaryonen des jeweiligen Modells mit der

vollen Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung.
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Abbildung 4.8: Die Wirkung der Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung auf das 56-

plett der Grundzustandsbaryonen im Modell I (siehe Beschreibung im Text)

Die Abbildungen zeigen deutlich, wie die 't Hooftsche Wechselwirkung die Struktur des Spek-

trums der Grundzustandsbaryonen pr

�

agt:

Wir betrachten zun

�

achst einmal nur das Spektrum A, bei dem die Wirkung der Instanton-

induzierten qq-Wechselwirkung vollst

�

andig vernachl

�

assigt wird. Die Dynamik der Quarks wird

nur durch das Con�nement und die kinetische Energie bestimmt. Wie zu erwarten ist, sind

die Grundzustandsbaryonen mit gleichen Quarkinhalten nnn, nns, nss bzw. sss, also sowohl

Oktett- als auch Dekuplettzust

�

ande im wesentlichen entartet. Kleine Aufspaltungen innerhalb

dieser Gruppierungen, wie beispielsweise zwischen � und N , sind auf relativistische Spin-Spin-

E�ekte zur

�

uckzuf

�

uhren. Diese sind aufgrund der relativistischen Beschreibung des Con�nements

durch die Einbettungsoperatoren in unserem Modell enthalten und werden auf der Ebene der

Pauli-Spinoren durch die Terme g(~p

i

;m

i

) ~� �~p

i

(siehe Abschnitt 3.3.1) verursacht. Im nichtrela-

tivistischen Limes, d.h. f

�

ur gro�e Massen m

n

und m

s

verschwinden diese Aufspaltungen wegen

g(~p

i

;m

i

)! 0 f

�

ur m

i

! 0 (vergleiche Abb. 3.1) !

Im Modell II wird die explizite Flavour-SU(3)-Brechung durch die schwerere s-Quarkmasse

m

s

> m

u

= m

d

korrekt beschrieben: Die Massen der Grundzustandsbaryonen wachsen in etwa

linear mit der Zahl der enthaltenen s-Quarks und die Gr

�

o�e der Aufspaltung entspricht im we-

sentlichen der experimentellen Massendi�erenz der Dekuplettzust

�

ande von etwa 150 MeV.

Das Modell I beschreibt dagegen die Massenaufspaltung falsch: Die Abst

�

ande zwischen den Mas-

sen der Grundzustandsbaryonen mit verschiedenen s-Quarkinhalten ist nicht konstant, sondern

wird mit wachsender Strangeness jS

�

j immer kleiner.
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Abbildung 4.9: Die Wirkung der Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung auf das 56-

plett der Grundzustandsbaryonen im Modell II (siehe Beschreibung im Text)

Modell I Modell II Experiment

nnn-nns � 140 � 130 �

3

2

+

����

(1232)� �

�

3

2

+

����

(1385) = 153

nns-nss � 105 � 160 �

�

3

2

+

����

(1385)� �

�

3

2

+

����

(1530) = 145

nss-sss � 50 � 165 �

�

3

2

+

����

(1530)� 


3

2

+

����

(1672) = 142

Die Masse des 


1

2

+

liegt daher um mehr als 100 MeV unter dem experimentell gemessenen

Wert. Nur der Abstand zwischen dem nonstrange-Sektor nnn und nns wird richtig beschrieben.

Dieser Sachverhalt mu� eine Folge der speziellen Spinstruktur f

�

ur die Konstante a

qq

des Con-

�nements von Modell I sein, da sich die Con�nementpotentiale der beiden Modelle strukturell

nur in diesem Punkt unterscheiden!

Wir betrachten nun, wie sich die Struktur dieses einfachen, durch das Con�nement, die kineti-

sche Energie und die Flavour-SU(3)-Brechung gepr

�

agten Spektrums der Grundzustandsbaryo-

nen unter dem Ein
u� der Instanton-induzierten Restwechselwirkung ver

�

andert:

Nach Abschnitt 4.2.2, und wie die Abbildungen 4.8 und 4.9 auch zeigen, wirkt die qq-Restwech-

selwirkung nicht auf die Flavour-Dekuplettzust

�

ande, da die im 't Hooft-Wechselwirkungskern

enthaltenen Flavour-Projektoren auf antisymmetrische Flavour-Antitriplettzust

�

ande projizie-

ren. Das gesamte Spektrum der �- und 
-Resonanzen und damit insbesondere die Grundzu-

standsbaryonen �

3

2

+

����

(1232) und 


3

2

+

����

(1672) in diesen Sektoren zeigen daher keine Instanto-

ne�ekte, sondern sie sind ausschlie�lich durch das Con�nementpotential und die kinetische

Energie bestimmt. Dasselbe gilt f

�

ur die beiden anderen Dekuplett-Grundzustandsbaryonen

�

�

= �

3

2

+

����

(1385) und �

�

= �

3

2

+

����

(1530).
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F

�

ur die Flavour-Oktett-Grundzustandsbaryonen bewirkt die Instanton-induzierte Restwech-

selwirkung eine Absenkung der Massen gegen

�

uber den Dekuplettzust

�

anden, da sie Flavour-

antisymmetrische Quarkpaare mit trivialem Spin (sogenannte Diquarks) besitzen .

Das Nukleon N

1

2

+

(939) enth

�

alt entsprechend seinem Quarkinhalt nur nonstrange-Diquarks.

Die Diquark-Korrelation und damit die St

�

arke der Absenkung gegen

�

uber dem �

3

2

+

(1232) wird

durch die Gr

�

o�e der e�ektiven Kopplungskonstante g beschrieben. Das �

1

2

+

(1116) besitzt eben-

falls ein nonstrange-Diquark, dar

�

uberhinaus auch noch ein strange-Diquark, dessen Korrela-

tion durch die e�ektive Kopplung g

0

beschrieben wird. Die St

�

arke der Absenkung gegen

�

uber

�

�

= �

3

2

+

(1385) ist daher durch beide Kopplungen g und g

0

gegeben. Die beiden

�

ubrigen

Oktett-Grundzust

�

ande �

1

2

+

(1193) und �

1

2

+

(1318) enthalten jeweils nur strange-Diquarks. Ihre

Absenkung gegen

�

uber den Dekuplettbaryonen �

�

bzw. �

�

ist somit durch die e�ektive Kopplung

g

0

bestimmt.

Abbildung 4.9 zeigt, da� im Modell II die Grundzustandsbaryonen � und N mit wachsender

Kopplung g etwa gleich stark abgesenkt werden. Dieses Verhalten unterscheidet sich von dem

aus dem nichtrelativistischen Quarkmodell bekannten Verhalten:

Lassen wir n

�

amlich die Einbettungsoperatoren au�er Betracht und benutzen f

�

ur die Oktett-

Grundzust

�

ande jBi = jNi; j�i; j�i; j�i auf der Ebene der Pauli-Spinoren die N

�

aherung

jBi �

1

p

2

(j�

M

S

i j�

M

S

i+ j�

M

A

i j�

M

A

i) jN = 0;L = 0i; (4.26)

mit den SU(2)-Spinfunktionen j�

M

i, den SU(3)-Flavourfunktionen j�

M

i, sowie der Grundzustands-

Oszillatorfunktion jN = 0;L = 0i, so rechnet man leicht nach, da� f

�

ur die Matrixelemente des

Operators V

(12)

't Hooft

gilt:

hN jV

(12)

't Hooft

jNi �

1

2

g (4.27)

h�jV

(12)

't Hooft

j�i �

1

3

g +

1

6

g

0

(4.28)

F

�

ur g

0

= 0 erwartet man entsprechend dieser Betrachtung im nichtrelativistischen Baryonmodell

daher f

�

ur das Nukleon N eine st

�

arkere Absenkung als f

�

ur �.

F

�

ur das in der Abbildung 4.9 gezeigte, von den Absch

�

atzungen (4.27) und (4.28) abweichende

Verhalten von N und � k

�

onnten zwei Aspekte wesentlich sein:

1. Der auf den 2er-Spinoren wirkende Operator V

(12)

't Hooft

, den wir durch die Reduktion des

't Hooft-Wechselwirkungskernes mit Hilfe der Einbettungsmatrizen T

i

gem

�

a� Gleichung

(3.63) erhalten, wirkt nat

�

urlich nicht direkt auf die Baryonzust

�

ande jBi; In Folge der

Einbettungsoperation treten bei der Berechnung der Matrixelemente zus

�

atzlich die Ope-

ratoren Q auf, d.h. wir berechnen Ausdr

�

ucke der Form

X

m n

D

(�)

1

(�)

2

mn

(1I 
 1I 
 1I + 


5


 


5


 1I) hBjQ

y

m

V

(12)

't Hooft

Q

n

jBi: (4.29)

Erst im nichtrelativistichen Limes f

�

uhrt dieser Ausdruck f

�

ur die Bl

�

ocke ++ und �� auf

das Matrixelement

X

m n

D

��

mn

(1I
 1I
 1I + 


5


 


5


 1I) hBjQ

y

m

V

(12)

't Hooft

Q

n

jBi ! hBjV

(12)

't Hooft

jBi; (4.30)

bzw. f

�

ur die Bl

�

ocke +� und �+ auf Null.
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2. In unserem kovarianten Salpeter-Baryonmodell enth

�

alt die Salpeter-Amplitude Kompo-

nenten positiver und negativer Energie. Unser Modell ber

�

ucksichtigt daher Anteile der

Instanton-induzierten Wechselwirkung, die in dem nichtrelativistischen Quarkmodell von

vornherein durch die nichtrelativistische Reduktion vernachl

�

assigt werden.

Der Vergleich von Modell II mit Modell I in diesem Zusammenhang zeigt, einen weiteren Aspekt

der Wirkung der 't Hooftschen Kraft:

Sie ist explizit von der Art des Con�nements abh

�

angig. W

�

ahrend die �-Masse mit wachsendem

g im Modell I etwa gleich stark abgesenkt wird wie im Modell II, ist die Absenkung der N -

Masse wesentlich geringer als im Modell II. Dieses erkl

�

art, warum im Modell I die e�ektive

Kopplungskonstante g = 120 MeV fm

3

wesentlich gr

�

o�er gew

�

ahlt werden mu� als im Modell II

mit g = 80 MeV fm

3

, um die Masse des Nukleons einigerma�en an den experimentellen Wert

anzupassen. Wie die Abbildung 4.8 zeigt, ist diese Wahl von g f

�

ur die richtige Beschreibung der

�-Masse viel zu gro�, so da� im Modell I die Grundzustandsbaryonen � und N nicht konsistent

beschrieben werden k

�

onnen.

Betrachten wir schlie�lich noch, wie sich die Struktur des Grundzustandspektrums mit wach-

sender Kopplung g

0

ver

�

andert:

Der im � vorhandene strange-Diquarkanteil bewirkt eine weitere Absenkung der �-Masse, die

aber l

�

angst nicht so stark ist wie die Absenkung durch die nonstrange-Kopplung g, so wie man

es auch von der naiven Absch

�

atzung gem

�

a� Gleichung (4.28) erwartet. Im Modell II bewirkt

diese zus

�

atzliche Absenkung f

�

ur g

0

= 70 Mev fm

3

die korrekte Anpassung an den experimentel-

len Wert der �-Masse.

F

�

ur die Absenkung der Grundzustandsbaryonen � und � erh

�

alt man mit der N

�

aherung (4.26)

unter Vernachl

�

assigung der Operatoren Q die naive Absch

�

atzung

h�jV

(12)

't Hooft

j�i �

1

2

g

0

(4.31)

h�jV

(12)

't Hooft

j�i �

1

2

g

0

(4.32)

Entsprechend dieser Absch

�

atzung erwartet man im nichtrelativistischen Grenzfall f

�

ur die �-

und �-Massen mit wachsender Kopplung g

0

eine gleichstarke Absenkung, die nach Gleichung

(4.28) aber wesenlich gr

�

o�er als die Absenkung der �-Masse ist. Die Gr

�

o�e der experimentellen

Massenaufspaltungen � � �

�

= 192 MeV und � � �

�

= 212 verlangt ebenfalls eine ungef

�

ahr

gleiche Absenkung f

�

ur � und �.

Betrachten wir zun

�

achst das Modell II (Abb. 4.9):

Die Absenkung der �-Masse ist etwas st

�

arker als die Absenkung der �-Masse. F

�

ur die e�ektive

strange-Kopplungsst

�

arke g

0

= 70 MeV erreicht man eine akzeptable Anpassung der �-Masse an

den experimentellen Massenwert. Die Absenkung der �-Masse durch 't Hoofts Kraft entspricht

nahezu dem experimentellen Wert der �� �

�

-Di�erenz. Mit dieser e�ektiven Kopplungsst

�

arke

ist die Absenkung der �-Masse allerdings etwas zu stark und somit etwas gr

�

o�er als die experi-

mentelle �� �

�

-Di�erenz; die Abweichung der �-Masse vom experimentellen Wert bewegt sich

aber in einem akzeptablen Rahmen und ist mit der Di�erenz zwischen den berechneten Massen

der Dekuplett-Grundzust

�

ande und deren experimentellen Werten vergleichbar. Die im Modell II

durch 't Hoofts Kraft resultierenden Absenkungen der �- und der �-Grundzust

�

ande gegen

�

uber

�

�

f

�

uhren zu einer korrekten ���-Di�erenz. Diese ist zwar etwas gr

�

o�er als die experimentell

gemessene Di�erenz, vermutlich l

�

a�t sich aber durch eine kleine Variation der Modellparameter

(insbesondere von g und g

0

) eine bessere

�

Ubereinstimmung erzielen.

Im nichtrelativistischen Quarkmodell wird die Absenkung der �-Resonanz gegen

�

uber der �-

Resonanz folgenderma�en begr

�

undet:

Die 't Hooftsche Kraft hat f

�

ur g = g

0

nach den Absch

�

atzungen (4.28) und (4.31) eine gleichstarke
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Wirkung auf � und �, so da� in diesem Fall beide Zust

�

ande entartet sind. Erst die Wahl g > g

0

der Kopplungsst

�

arken bewirkt in dieser Betrachtung eine st

�

arkere Absenkung der �-Resonanz

und damit eine Aufspaltung �� �, da � kein nonstrange-Diquark enth

�

alt.

Abbildung 4.10 zeigt, da� diese Argumentation in unserer relativistischen Behandlung der

Instanton-induzierten Restwechselwirkung so nicht mehr g

�

ultig ist. In der Abbildung sind die

Massen von � und � in Abh

�

angigkeit der Kopplungsst

�

arken g = g

0

= 0 � � �70 Mev fm

3

dar-

gestellt. Die �-Masse ist demnach bereits f

�

ur g = g

0

st

�

arker abgesenkt, als die �-Masse. Diese
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Abbildung 4.10: Die �� �-Aufspaltung f

�

ur verschiedene Kopplungsst

�

arken g, g

0

Absenkung ist aber f

�

ur g = g

0

= 70 Mev fm

3

noch nicht gro� genug, um die ���-Aufspaltung

quantitativ beschreiben zu k

�

onnen. Daf

�

ur mu� in der Tat g > g

0

gew

�

ahlt werden. In der Di-

plomarbeit von R. Ricken [36] wird gezeigt, da� diese � � �-Aufspaltung f

�

ur g = g

0

> 0 von

der Di�erenz der Quarkmassen m

n

und m

s

abh

�

angig ist und f

�

ur gleiche Massen m

n

= m

s

verschwindet. Die Aufspaltung mu� demnach eine Folge der Einbettungsoperation sein, da ge-

rade die Einbettungsoperation in unserem Modell die Flavour-SU(3)-Brechung beinhaltet. Die

Absch

�

atzungen (4.28) und (4.31) vernachl

�

assigen aber die Einbettungsoperation, da sie nicht

die Wirkung der massenabh

�

angigen Operatoren Q gem

�

a� Gleichung (4.29) ber

�

ucksichtigen.

Im Modell I f

�

uhrt die Wirkung der Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung nicht auf

die gew

�

unschten Absenkungen der Oktett-Grundzustandsbaryonen � und � gegen

�

uber den

Dekuplett-Baryonen �

�

und �

�

: Die Absenkung der �-Masse mit wachsender Kopplungsst

�

arke

g

0

f

�

ur das strange-Diquark ist etwa doppelt so stark wie bei der �-Masse. W

�

ahrend bei dem in

Modell I letztendlich verwendeten Wert der Kopplungsst

�

arke g

0

= 70 Mev fm

3

die Absenkung

der �-Masse noch l

�

angst nicht ausreicht, um eine akzeptable Anpassung an den experimentel-

len Wert der �-Masse zu erreichen, wird die � � �

�

-Di�erenz gerade richtig beschrieben. Die

berechnete �� �

�

-Di�erenz betr

�

agt gerade einmal die H

�

alfte des experimentellen Wertes.

Somit k

�

onnen im Modell I neben den Oktett-Grundzustandsbaryonen N und � ebenfalls die

Grunzust

�

ande � und � nicht konsistent durch die Instanton-induzierte qq-Restwechselwirkung

beschrieben werden! Die Masse der �-Resonanz liegt sogar unterhalb der Masse der �-Resonanz,
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was ein unakzeptables Resultat des Modells I darstellt. Wegen der zu starken Absenkung der

�-Masse durch die nonstrange-Kopplung g und der viel zu schwachen Absenkung der �-Masse

durch die strange-Kopplung g

0

, ist ebenfalls die berechnete �� �-Aufspaltung im Modell I un-

akzeptabel, da sie mehr als dreimal so gro� wie der experimentelle Wert ist.

Dieses Ergebnis unterstreicht noch einmal den Aspekt, da� die Wirkung der 't Hooftschen Kraft

insbesondere von der Art des gew

�

ahlten Con�nements abh

�

angig ist. Dieser Aspekt schr

�

ankt

nat

�

urlich die M

�

oglichkeiten f

�

ur die Parametrisierung des Con�nements, also auch die Wahl der

Dirac-Struktur (hier die Dirac-Struktur der 'Konstanten' a

qq

) ein!

Die quantitativen Werte f

�

ur die Absenkung M(ohne 't Hooft) �M(mit 't Hooft) der Oktett-

Grundzustandsbaryonen durch die Instanton-induzierte Restwechselwirkung geben wir f

�

ur beide

Modelle in der folgenden Tabelle an; zum Vergleich sind die entsprechenden experimentellen

Massendi�erenzen zwischen den Oktett- und Dekuplett-Grundzustandsbaryonen angegeben.

Oktett-Baryon Modell I Modell II Experiment

N 246 MeV 286 MeV N �� = 293 MeV

� 327MeV 284 MeV �� �

�

= 269 MeV

� 106 MeV 195 MeV �� �

�

= 192 MeV

� 229 MeV 290 MeV � � �

�

= 212 MeV

F

�

ur die � � �-Massenaufspaltung ergeben die beiden Modelle folgende quantitativen Massen-

di�erenzen:

�� � (Modell I) �� � (Modell II) �� � (Experiment)

232 MeV 99 MeV 77 MeV

Wir fassen zusammen:

� Unsere bisherige Diskussion der Instanton-induzierten qq-Restwechselwirkung hat gezeigt,

da� mit dem Modell II die Struktur des Spektrums der Grundzustandsbaryonen zufrie-

denstellend beschrieben werden kann. Zun

�

achst beschreibt unter Vernachl

�

assigung der

Restwechselwirkung das Con�nementpotential in der richtigen Weise die Flavour-SU(3)-

Brechung, also die korrekte lineare Aufspaltung zwischen den Grundzustands-Baryonen

mit verschiedenem s-Quark-Inhalt.

Die 't Hooftsche Kraft, mit den in dem Modell II �xierten e�ektiven Kopplungsst

�

arken,

f

�

uhrt schlie�lich zu der korrekten Absenkung der Oktett-Grundzustandsbaryonen N , �,

� und � gegen

�

uber den den Dekuplett-Zust

�

anden �, �

�

und �

�

.

Auch die �� �-Aufspaltung wird vom Modell II zufriedenstellend reproduziert.

� Das Modell I liefert bzgl. der Grundzustandsbaryonen keine zufriedenstellenden Ergeb-

nisse. Das Con�nementpotential allein beschreibt schon nicht in der richtigen Weise die

Flavour-SU(3)-Brechung; die Abst

�

ande zwischen den Grundzust

�

anden verschiedener Stran-

geness sind nicht

�

aquidistant!

Dar

�

uberhinaus bewirkt die Instanton-induzierte Restwechselwirkung nicht die korrekte

Aufspaltung zwischen den Dekuplett- und Oktettzust

�

anden. F

�

ur N und � ist die Wir-

kung von 't Hoofts Kraft im Vergleich zu den

�

ubrigen Oktettzust

�

anden zu schwach, so

da� keine konsistente Beschreibung der Oktett-Grundzustandsbaryonen gelingt.

Die Roper-Resonanzen

Die experimentellen Baryonspektren positiver Parit

�

at zeigen die Au�

�

alligkeit, da� es f

�

ur alle

Flavours des Flavour-Oktetts einen tie
iegenden, angeregten Zustand mit den gleichen Quanten-

zahlen des Oktett-Grundzustandsbaryons gibt, der innerhalb, oder sogar unterhalb der ersten
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Anregungszust

�

ande negativer Parit

�

at liegt:

Im Nukleon N

1

2

+

-Sektor ist dieses der als Roper-Resonanz bekannte Zustand

N

1

2

+

����

(1440) :

Im �

1

2

+

und �

1

2

+

-Sektor �ndet man die analogen als Roper-Typ-Resonanzen bezeichneten

Zust

�

ande

�

1

2

+

���

(1660) und �

1

2

+

���

(1600) :

Im �

1

2

+

-Sektor gibt es aufgrund l

�

uckenhafter Daten keinen experimentell evidenten Roper-Typ-

Kandidaten, jedoch k

�

onnte der Zustand

�

??

���

(1950)

mit dem Status '***', aber unbekanten Quantenzahlen J

�

ein solcher Kandidat f

�

ur den Roper-

Typ-Zustand im �

1

2

+

-Sektor sein.

Die Massendi�erenz der Roper-Zust

�

ande zu den

�

ubrigen angeregten Zust

�

anden des 2�h!-Bandes

betr

�

agt etwa 200 MeV. Im nichtrelativistischen Quarkmodell [22, 21] bewirkte die Instanton-

induzierte Restwechselwirkung zwar eine selektive Absenkung eines Zustandes des 2�h!-Bandes

um ungef

�

ahr diese Di�erenz von 150 MeV, jedoch lag in diesen Modellen das 2�h!-Band selbst

um etwa 200 MeV zu hoch ('Roper-puzzle'), so da� das sogenannte 'Roper-Problem' im Rahmen

eines nichtrelativistische Modells nicht gel

�

ost werden konnte.

Wir werden nun dokumentieren, da� im Rahmen unseres kovarianten Salpeter-Baryon-Modells

zumindest f

�

ur die Resonanzen N

1

2

+

����

(1440) und �

1

2

+

���

(1600) das Roper-Problem unter Verwen-

dung der 't Hooftschen Kraft als Restwechselwirkung gel

�

ost werden kann. F

�

ur die Resonanz

�

1

2

+

���

(1660) erhalten wir zumindest ein besseres Resultat, als im nichtrelativisischen Quarkmo-

dell.

Wir zeigen dazu in den Abbildungen 4.11 bis 4.14, wie sich die angeregten Zust

�

ande des 2�h!-

Bandes in unserem Modell II unter der Wirkung von 't Hoofts Kraft, d.h. mit wachsenden

e�ektiven Kopplungsst

�

arken g bzw. g

0

verhalten. Zum Vergleich ist das im letzten Abschnitt

diskutierte Verhalten der jeweiligen Oktett-Grundzustandsbaryonen ebenfalls dargestellt.

Wie wir bei der allgemeinen Diskussion der Baryon-Spektren in Abschnitt 4.3.1 bereits gesehen

haben, haben wir nicht wie im nichtrelativistischen Quarkmodell das Problem, da� die 2�h!-

B

�

ander zu tief liegen. Dieses ist von vornherein ein besserer Ausgangspunkt f

�

ur die korrekte

Beschreibung der Roper-Typ-Resonanzen.

Ohne die Wirkung der 't Hooftschen Kraft (d.h. g = g

0

= 0) werden die ersten angeregten

Zust

�

ande durch diejenigen Baryonbasis-Zustande dominiert, die Oszillatorwellenfunktionen der

Schale N=2 enthalten. F

�

ur den N

1

2

+

-Sektor gibt es insgesamt vier, f

�

ur die anderen betrachteten

Sektoren jeweils sechs solcher total symmetrischen Baryonwellenfunktionen aus der Oszillator-

Schale N=2. Je nach Ma�gabe der Zahl 
avour-antisymmetrischer Quarkpaare mit trivialem

Spin (d.h Spin-Flavour-Wellenfunktionen (2S + 1; F ) = (2; 8) mit S

ij

= 0) hat die 't Hooftsche

Kraft eine unterschiedliche Wirkung auf diese Zust

�

ande. F

�

ur die Resonanzen, die durch (4; 8)-

Spin-Flavour-Zust

�

ande dominiert sind, hat die 't Hooftsche Wechselwirkung kaum einen Ein
u�,

dagegen erwartet man f

�

ur Zust

�

ande die dominant aus (2; 8)-Zust

�

anden zusammengesetzt sind

eine starke Wirkung.

Die Abbildungen 4.11 bis 4.14 zeigen, das derjenige angeregte Zustand mit wachsender Kopp-

lungsst

�

arke g bzw. g

0

selektiv am st

�

arksten durch die Restwechselwirkung abgesenkt wird, der

schon ohne die Wirkung der Instanton-induzierten Restwechselwirkung, d.h. f

�

ur g = g

0

= 0 am
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Abbildung 4.11: Die Absenkung der Roper-Resonanz N

1

2

+

����

(1440)

tiefsten liegt. Die Absenkung dieses Zustandes ist dabei etwa genau so stark wie die Absenkung

des entsprechenden Oktett-Grundzustandes. Bis auf die Resonanz �

1

2

+

���

(1660) sind Massen der

Roper-Typ-Resonanzen, gerade dann zufriedenstellend an die experimentellen Massen-Werte

angepa�t, wenn die Kopplungsst

�

arken so gew

�

ahlt sind, da� auch die entsprechenden Oktett-

Grundzust

�

ande angepa�t sind. Mit den Kopplungsst

�

arken g = 80 MeV fm

3

und g

0

= 70 MeV

fm

3

k

�

onnen wir bis auf �

1

2

+

���

(1660) s

�

amtliche Oktett-Grundzustandsbaryonen und Roper-Typ-

Resonanzen an ihre experimentellen Massen zufriedenstellend anpassen. Die Abweichung der

berechneten �

1

2

+

���

(1660)-Resonanzposition gegen

�

uber dem experimentellen Wert betr

�

agt etwa

100 MeV. Dieses Resultat stellt gegen

�

uber dem dem Ergebnis des nichtrelativistischen Quark-

modells, in dem die Abweichung

�

uber 300 MeV betrug, zumindest einen Fortschritt dar! Wie

in der Abbildung 4.14 zu sehen ist, sagt unser Modell auch im �

1

2

+

-Sektor einen Roper-Typ-

Zustand voraus. Dieser kann mit der Resonanz �

??

���

(1950) identi�ziert werden.

In den Sektoren N

1

2

+

und �

1

2

+

(siehe Abbildungen 4.11 und 4.12) f

�

allt auf, da� in Folge der

Instanton-induzierten Restwechselwirkung nicht nur ein Zustand, sonder in etwas schw

�

acherer

Weise ebenfalls ein zweiter angeregter Zustand abgesenkt wird. Gerade diese Absenkung in Folge

der 't Hooftschen Kraft f

�

uhrt zu der richtigen Anpassung dieser Zust

�

ande an die experimentellen

Massenwerte der Resonanzen N

1

2

+

���

(1710) und �

1

2

+

���

(1810).

Wir fassen zusammen:

� In jedem Sektor eines Oktett-Grundzustandbaryons kann man infolge von Instantone�ek-

ten die selektive Absenkung eines Zustands der 2�h!-Schale beobachten, die etwa so stark

ist wie die Absenkung des Oktett-Grundzustands selbst. In den Sektoren N

1

2

+

und �

1

2

+

ist die Absenkung stark genug, um die Roper-Resonanzen N

1

2

+

(1440) und �

1

2

+

(1600)

quantitativ richtig zu beschreiben. Die �

1

2

+

(1660)-Resonanz wird zwar um etwa 100 MeV

verfehlt, aber auch dieses Ergebnis ist eine wesentliche Verbesserung gegen

�

uber der nicht-

relativistischen Anwendung der 't Hooftschen Kraft.

� In der nichtrelativistischen Anwendung der 't Hooftschen Wechselwirkung konnte das
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Abbildung 4.12: Die Absenkung der Roper-Typ-Resonanz �

1

2

+

���

(1600)

'Roper-Problem' nur ansatzweise gel

�

ost werden. Dieses Ergebnis macht deutlich, da� f

�

ur

die Beschreibung der Roper-Zust

�

ande als Instantone�ekt, relativistische E�ekte eine eben-

so wichtige Rolle spielen.
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Abbildung 4.13: Die Absenkung der Roper-Typ-Resonanz �

1

2

+

���

(1660)
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Die Aufspaltung zwischen �

1

2

�

����

(1405) und �

3

2

�

����

(1520)

Die �

1

2

�

(1405)-Resonanz stellt bzgl. der in den Baryonspektren beobachteten Bandstrukturen

(diese spiegeln die Entartung der Zust

�

ande mit aufeinanderfolgenden Drehimpulsen wieder) eine

Ausnahme dar. Sie besitzt sogar eine niedrigere Anregungsenergie als die tiefsten nukleonischen

Anregungszust

�

ande und ist der niedrigste Zustand negativer Parit

�

at

�

uberhaupt. Die tiefe Lage

gegen

�

uber der Resonanz �

3

2

(1520) wird oft als Hinweis gedeutet, da� Spin-Bahn-Aufspaltungen,

die aufgrund der signi�kanten Drehimpulsentartung im Baryonspektrum eigentlich ausgeschlos-

sen werden, unter Umst

�

anden doch einen starken Ein
u� auf das Baryonspektrum haben k

�

onn-

ten.

Wir haben bereits bei der Diskussion des �-Spektrums gesehen da� die Absenkung der �

1

2

�

(1405)-

Resonanz gegen

�

uber �

3

2

�

(1520) tendenziell von den Modellen I und II richtig beschrieben wird.

Die Abweichung zur experimentellen Position betr

�

agt etwa nur 40 MeV. Die Abbildung 4.15

zeigt, da� innerhalb unseres Modells diese Aufspaltung ebenfalls ein Instantone�ekt ist. In dem
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Abbildung 4.15: Die Aufspaltung zwischen �

1

2

�

����

(1405) und �

3

2

�

����

(1520) infolge der 't Hooft-

schen Kraft

Bild ist dargestellt, wie sich (im Modell II) die Aufspaltung der beiden Zust

�

ande mit wachsenden

Kopplungsst

�

arken g (im linken Teil) bzw. g

0

(im rechten Teil)

�

andert. F

�

ur g = g

0

= 0 sind beide

Zust

�

ande im wesentlichen entartet. Die 't Hooftsche Wechselwirkung senkt beide Zust

�

ande ab

und bewirkt gleichzeitig die gew

�

unschre Aufspaltung zwischen �

1

2

�

(1405) und �

3

2

(1520). F

�

ur

die im Modell II verwendeten Kopplungsst

�

arken g = 80 MeV fm

3

und g

0

= 70 MeV fm

3

f

�

uhrt die

Absenkung der �

3

2

�

-Resonanz zu einer guten

�

Ubereinstimmung mit dem Zustand �

3

2

�

(1520).

Die �

1

2

�

(1405)-Resonanz wird um etwa 40 MeV verfehlt. Die Verwendung der 't Hooftschen

Kraft in einem nichtrelativistischen Quarkmodell [23] konnte diese Aufspaltung nicht repro-

duzieren. Dies macht nochmals deutlich wie wichtig die Kovarianz f

�

ur die Beschreibung von

Instantone�ekten ist.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein relativistisches Quarkmodell f

�

ur Baryonen untersucht, das auf der

Bethe-Salpeter-Gleichung in instantaner N

�

aherung beruht. Zur Modellierung des Con�nements

wurde ein linearer Potentialansatz gew

�

ahlt, der mit einer Dirac-Struktur so versehen wurde, da�

eine maximale Stabilit

�

at der L

�

osungsmannigfaltigkeit erreicht wurde und ebenfalls unerw

�

unsch-

te Spin-Bahn-E�ekte beseitigt wurden.

Zur Beschreibung der Hyperfeinwechselwirkung (z.B. bei der N � �-Aufspaltung) wurde die

't Hooftsche, von Instantonen erzeugte e�ektive Restwechselwirkung benutzt, ein Ansatz, der

sowohl in nichtrelativistischen Quarkmodellen f

�

ur Baryonen [23,21,22], als auch in einem ana-

logen relativistischen Modell f

�

ur Mesonen [12,12,10,11] erfolgreich getestet wurde.

Im Zentrum dieser Arbeit steht neben den theoretischen Grundlagen des Modells, das in die-

ser Form in der Literatur bisher nicht diskutiert wurde, der E�ekt der 't Hooftschen Kraft.

Als wesentliches Ergebnis erhielten wir, da� die Aufspaltung zwischen den Spin

1

2

- und Spin

3

2

-

Grundzustandsbaryonen, die oft auf den Ein-Gluonaustausch zur

�

uckgef

�

uhrt wird, ebensogut

durch die 't Hooftsche Kraft (in unserem Modell II) geleistet wird:

Es zeigte sich, da� durch 't Hoofts Kraft in Verbindung mit dem Con�nement-Modell II, dessen

konstanter Anteil eine Projektor-Spinstruktur besitzt, das Spektrum der Grundzustandsbaryo-

nen in guter

�

Ubereinstimmung mit dem Experiment beschrieben werden kann. Die Aufspaltun-

gen N ��, ���

�

, ���

�

zwischen dem Dekuplett und dem Oktett, sowie die ���-Di�erenz

im Oktett wurden quantitativ richtig reproduziert. Das Modell I versagte dagegen diesbez

�

uglich

im strange-Sektor.

Neu ist in unserem Modell, da� dieselbe Kraft auch die Roper-artigen Zust

�

ande N

1

2

+

(1440),

�

1

2

+

(1600) und �

1

2

+

(1660) des Bayonspektrums quantitativ richtig beschreibt. Im nichtrelati-

vistischen Quarkmodell konnte die Verwendung der 't Hooftschen Kraft das 'Roper-Problem'

nur ansatzweise l

�

osen. In beiden von uns vorgestellten Modellen I und II ist die Beschreibung

der Resonanzen N

1

2

+

(1440) und �

1

2

+

(1600) in sehr guter

�

Ubereinstimmung mit dem Experi-

ment. F

�

ur die Resonanz �

1

2

+

(1660) erreichen wir zumindest eine Verbesserung gegen

�

uber dem

nichtrelativistischen Modell. Ebenso wie die Roper-artigen Zust

�

ande konnte das nichtrelativi-

stische Quarkmodell nicht die Lage der tie
iegenden �

1

2

�

(1405) beschreiben. Die Aufspaltung

zwischen den Resonanzen �

1

2

�

(1405) und �

3

2

�

(1520) wird oft als Hinweis gedeutet, da� Spin-

Bahn-Wechselwirkungen unter Umst

�

anden doch einen Ein
u� auf das Baryon-Spektrum haben

k

�

onnten. Wir haben diesbez

�

uglich gezeigt, da� auch dieses Ph

�

anomen allein durch die Wirkung

der 't Hooftschen Kraft erkl

�

art werden kann.

Weiterhin ist zu bemerken, da� aufgrund der Struktur unseres Con�nementpotentials eine gute

Beschreibung der Baryonen-Regge-Trajektorien gelingt.

Die Genauigkeit, mit der in diesem Modell die Salpeter-Gleichung gel

�

ost wurde, ist allerdings

noch verbesserungsf

�

ahig. Unser L

�

osungsverfahren ist durch die Wahl von endlich vielen Ba-
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sisfunktionen, nach denen die Salpeter-Amplituden entwickelt werden, beschr

�

ankt und bei der

bisher erzielten Genauigkeit von etwa 30 MeV durchaus noch zu verbessern. Dies wird sich

insbesondere dann als notwendig erweisen, wenn unsere Amplituden zur Berechnung von elek-

troschwachen Eigenschaften und Zerfallsobservablen benutzt werden, was im n

�

achsten Schritt

beabsichtigt ist. Als Grundlage f

�

ur solche Rechnungen soll insbesondere das Modell II zuk

�

unftig

dienen.



Anhang A

6-Punkt-Greensfunktion und

Bethe-Salpeter-Amplituden

A.1 Abseparation der 'Schwerpunktskoordinate'

Wir haben in den Gleichungen (1.33) und (1.34) die Bethe-Salpeter-Amplituden de�niert als
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�
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)j0i (A.1)

Wir wollen nun die triviale 'Schwerpunktskoordinate' X =

1

3

(x

1

+ x

2

+ x

3

) abspalten, um

Amplituden �

P ��


(�; �) und ��

�

P �

0

�

0




0

(�

0

; �

0

) zu erhalten, die nur noch Funktionen der Rela-

tivkoordinaten � = x

1

� x

2

und � =

1

2

(x

1

+ x

2

� 2x

3

) sind. Sei dazu

^

P = p̂

1

+ p̂

2

+ p̂

3

der

4er-Impulsoperator mit Eigenzust

�

anden jP i mit

^

P jP i = P jP i

^

P j0i = 0 (A.2)

und 	

i

�

(x

i

) ein Fermionfeldoperator.

Dann gilt:
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(A.3)

und damit
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Setzt man nun a � �X = �

1

3

(x

1

+ x

2

+ x

3

) und benutzt die Gleichungen (1.14), so bekommt

man:

�

�

P ��


(x

1

; x

2

; x

3

) = e

�iX

�

P

�

�
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(�; �) (A.5)

mit

�

�

P ��


(�; �) � h0jT	

1

�
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1

2

� +

1

3

�)	
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(�

1
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� +

1

3

�)	

3




(

2

3

�)j

�

Pi : (A.6)
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Entsprechend �ndet man f

�

ur die adjungierte Bethe-Salpeter-Amplitude

��

�
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mit
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A.2 Minimum und Maximum dreier Zahlen

Das Minimum zweier Zahlen y und z kann dargestellt werden durch die Gleichung

min(y; z) =

1

2

(y + z � jy � zj); (A.9)

und das Maximum dieser Zahlen durch

max(y; z) =

1

2

(y + z + jy � zj): (A.10)

Durch wiederholte Anwendung von A.9 ergibt sich dann f

�

ur das Minimum dreier Zahlen x, y, z:

min(x; y; z) = min(x;min(y; z))

=

1

2

[x+min(x; y)� jx�min(y; z)j]

=

1

2

[x+

1

2

jy + zj �

1

2

jy � zj � jx�

1

2

(y + z � jy � zj)]:

(A.11)

Wir symmetrisieren Gleichung (A.11), indem wir

�

uber die Permutationen (x ! y ! z) den

Mittelwert bilden und erhalten den symmetrischen Ausdruck:

min(x; y; z) =

1

3

[x+ y + z

�

1

4

(jy � zj+ jz � xj+ jx� yj)

�

1

4

(j2x� y � z + jy � zjj

+j2y � z � x+ jz � xjj

+j2z � x� y + jx� yjj)]:

(A.12)

Entsprechend folgt aus (A.10) f

�

ur das Maximum dreier Zahlen:

max(x; y; z) =

1

3

[x+ y + z

+

1

4

(jy � zj+ jz � xj+ jx� yj)

+

1

4

(j2x� y � z � jy � zjj

+j2y � z � x� jz � xjj

+j2z � x� y � jx� yjj)]:

(A.13)
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A.3 Die �-Funktion in der Greensfunktion

Um aus der Greensfunktion den Anteil zu extrahieren, der die Propagation dreier Quarks qqq !

qqq beschreibt, haben wir die Zeitordnung x

0

1

; x

0

2

; x

0

3

> x

0

0

1

; x

0

0

2

; x
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�xiert, was zu einem Faktor
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; x
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3

)�max(x

0

0
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; x

0

0

2

; x

0

0

3

)) f

�

uhrte (siehe Gleichung (1.30)).

Mit den Darstellungen f

�

ur das Minimum (A.12) und das Maximum (A.13) dreier Zahlen in

Anhang A.2 �ndet man in Jacobi-Koordinaten:
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F

�

ur die Funktion � in den Zeitvariablen gilt also
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Benutzen wir nun noch die wohlbekannte Integraldarstellung der �-Funktion

�(x
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) =

�1

2� i

Z

dp
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e

�i p
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; (A.18)

so bekommen wir schlie�lich
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A.4 Der Zusammenhang zwischen Bethe-Salpeter-Amplituden

und der Greensfunktion im Impulsraum

Mit der Gleichung (1.35) im Abschnitt 1.2 haben wir den Zusammenhang zwischen den Salpeter-

Amplituden �

�

P

und ��

�

P

und der Greensfunktion G im Ortsraum gefunden:
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anden der Masse M herr

�

uhren.

(A.20)
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Wir wollen an dieser Stelle herleiten, wie sich dieser Zusammenhang im Impulsraum darstellt.

F

�

ur eine kompaktere Schreibweise lassen wir s

�

amtliche Indizes fort und benutzen die Notation:

h

�

�

P

(p

�

; p

�

) ��

�

P

(p

0

�

; p

0

�

)

i

��

0

��

0





0

� �

�

P ��


(p

�

; p

�

)��

�

P �

0

�

0




0

(p

0

�

; p

0

�

) (A.21)

Setzen wir in (A.20) das Resultat (A.19) aus Anhang A.3
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und die 'schwerpunktseparierten' Bethe-Salpeter Amplituden(A.5) und (A.7) aus Anhang A.1
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ein, so �ndet man nach Substitution der Integrationsvariablen
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wobei die gestrichenen Amplituden
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im Grenzfall P

0

! !

P

mit den Salpeter-Amplituden �

�

P

und ��

�

P

identisch sind ! Verwenden wir

nun noch die De�nitionen (1.38) und (1.39) f

�

ur die Fouriertransformierten der Bethe-Salpeter-

Amplituden

�

�

P

(�; �)�

Z

d

4

p

�

(2�)

4

d

4

p

�

(2�)

4

e

�ip

�

�

e

�ip

�

�

�

�

P

(p

�

; p

�

) (A.27)

��

�

P

(�

0

; �

0

) �

Z

d

4

p

0

�

(2�)

4

d

4

p

0

�

(2�)

4

e

ip

0

�

�

0

e

ip

0

�

�

0

��

�

P

(p

0

�

; p

0

�

) (A.28)

sowie die De�nition der Fouriertransformierten der Greenschen Funktion (1.18), so erhalten wir

das Resultat
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Dieses l

�

a�t sich noch durch eine einfache Rechnung in eine kovariante Form bringen:
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Anhang B

Die Salpeter-Gleichung

B.1 Herleitung der Salpeter-Gleichung

Wir gehen aus von der 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung (2.2) im Ruhesystem des gebun-

denen Zustands

�

P = (M;
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0) �M mit einem instantanen irreduziblen 3-Fermionen-Wechselwir-
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Die p
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-Integration

�

uber die freien Quarkpropagatoren S

F

1

S

F

2

S

F

3

kann mit Hilfe des Resi-

duensatzes analytisch ausgef
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Damit erhalten wir die Salpeter-Gleichung wie in Gleichung (2.8) angegeben,also

�(~p

�

; ~p

�

) =

�

�

+

1


 �

+

2


 �

+

3

M � !

1

� !

2

� !

3

+ i�

+

�

�

1


 �

�

2


 �

�

3

M + !

1

+ !

2

+ !

3

� i�

�




0


 


0


 


0

�

Z

d

3

p

0

�

(2�)

3

d

3

p

0

�

(2�)

3

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

)�(~p

0

�

; ~p

0

�

) : (B.8)

B.2 Der Zusammenhang zwischen der Salpeter-Amplitude �
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reduziert. Mit diesen De�nitionen und den De�nitionen (1.38) der Fouriertransformierten von

� und �� bekommen wir im Ortsraum die Salpeter-Amplitude
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Die Salpeter-Amplituden im Ortsraum werden deshalb auch als 'equal-time'-Bethe-Salpeter-

Amplituden bezeichnet.

Mit der De�nition (1.37) der 'schwerpunktseparierten' BS-Amplituden folgt dann

1

:

�

��


(

~

�; ~�) = h0j	

1

�

(0 ;

1

2

~

� +

1

3

~�)	

2

�

(0 ; �

1

2

~

� +

1

3

~�)	

3




(0 ;

2

3

~�)jMi (B.13)

und

�

�

��


(

~

�; ~�) = hM j

�

	

1

�

(0 ;

1

2

~

� +

1

3

~�)

�

	

2

�

(0 ; �

1

2

~

� +

1

3

~�)

�

	

3




(0 ;

2

3

~�)j0i

= hM j	

1 y

�

0

(0 ;

1

2

~

� +

1

3

~�)	

2 y

�

0

(0 ; �

1

2

~

� +

1

3

~�)	

3 y




0

(0 ;

2

3

~�)j0i 


0

�

0

�




0

�

0

�




0




0




= h0j	

1




0

(0 ;

1

2

~

� +

1

3

~�)	

2

�

0

(0 ; �

1

2

~

� +

1

3

~�)	

3

�

0

(0 ;

2

3

~�)jMi

�




0

�

0

�




0

�

0

�




0




0




= �h0j	

1

�

0

(0 ;

1

2

~

� +

1

3

~�)	

2

�

0

(0 ; �

1

2

~

� +

1

3

~�)	

3




0

(0 ;

2

3

~�)jMi

�




0

�

0

�




0

�

0

�




0




0




= ��

�

�

0

�

0




0

(

~

�; ~�) 


0

�

0

�




0

�

0

�




0




0




:

Wir �nden also den Zusammenhang

�

�

��


(

~

�; ~�) = ��

�

�

0

�

0




0

(

~

�; ~�) 


0

�

0

�




0

�

0

�




0




0




: (B.14)

Dieser Zusammenhang bleibt nat
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urlich im Impulsraum erhalten, also
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oder ohne Indizes
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B.3 Die Salpeter-Normierungsbedingung f

�

ur eine instantane Wech-

selwirkung

Ein im Ruhesystem instantaner 3-Fermionen-Wechselwirkungskern
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Wegen der gleichen Zeiten verschwindet der Zeitordnungoperator T.
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f

�

uhrt zu keinem Anteil in der Nomierungsbedingung (2.25). Im Ruhesystem des gebundenen

Zustands gilt deshalb
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�

M

(p

�

; p

�

) = S

F

1

(

1

3

M + p

�

+

1

2

p

�

)
 S

F

2

(

1

3

M � p

�

+

1

2

p

�

)
 S

F

3

(

1

3

M � p

�

) �(~p

�

; ~p

�

)

��

M

(p

�

; p

�

) =

�

�(~p

�

; ~p

�

) S

F

1

(

1

3

M + p

�

+

1

2

p

�

)
 S

F

2

(

1

3

M � p

�

+

1

2

p

�

)
 S

F

3

(

1

3

M � p

�

) ;

(B.21)

so folgt
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Weil die Vertexfunktionen � und

�

� im Ruhesystem nur noch Funktionen der r

�

aumlichen Rela-

tivimpulskomponenten ~p
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sind, ist die Abh
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angikeit des Integranden von den Relativenergien
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-Integration kann deshalb
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ahnlich wie bei der Herleitung der Salpeter-Gleichung mit

Hilfe des Residuensatzes analytisch ausgef
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Mit Hilfe der Relationen (2.21) und (2.24) lassen sich nun die Vertexfunktionen � und

�

� durch

die Salpeter-Amplituden � und

�

� ersetzen und es folgt unmittelbar:
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liefert schlie�lich die Normierungsbedingung (2.30) f
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ur die Salpeter-Amplituden:
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bzw. wenn wir die Multi-Indizes unterdr
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Anhang C

Dirac-Gleichung und Dirac-Spinoren

in der Weyl-Darstellung

C.1 
-Matrizen in der Weyl-Darstellung
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In der Weyl-Darstellung ist 


5

diagonal:




5

� �i 


0




2




2




3

=

 

1I 0

0 �1I

!

:

Darstellungsunabh

�

angig gilt f

�

ur die 
-Matrizen die Antikommutator-Relation

[


�

; 


�

]

+

= 2 �

��

1I : (C.1)

C.2 Die Dirac-Spinoren in der Weyl-Darstellung

Die freie Dirac-Gleichung f

�

ur  : IR

4

! C

4

ist gegeben durch

�

i


�

@

@x

�

�m

�

 (x) = 0 : (C.2)
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Im folgenden sei immer p

0

= !(~p) �

p

j~pj

2

+m

2

� 0, p � (!(~p); ~p) und ~p � (�!(~p); ~p) = �Pp.

Dann sind

 

+

(x) �

Z

d

3

p

2!(~p)

e

�ipx

 

+

(p) ;  

�

(x) �

Z

d

3

p

2!(~p)

e

�i~px

 

�

(~p) (C.3)

L

�

osungen der Gleichung (C.2) wenn  

+

(p) und  

�

(~p) der freien Dirac-Gleichung im Impulsraum

(
(p)�m) 

+

(p) = (p

�




�

�m) 

+

(p) = 0

bzw. (
(~p)�m) 

�

(~p) = (~p

�




�

�m) 

�

(~p) = 0 (C.4)

gen

�

ugen, wobei


(p) � p

�




�

=

 

0 ~�(p)

�(p) 0

!

mit

1

�(p) � p

�

�

�

= p

0

1I

C

2 + ~� �~p und ~�(p) � �(Pp) = p

�

~�

�

= p

0

1I

C

2 � ~� �~p : (C.5)

Der Tr

�

ager der Dirac-Spinoren  

�

ist die positive/negative Massenschale

R

�

m

�

n

p 2 R

4

; hp; pi= m

2

; p = (�!(~p); ~p)

o

: (C.6)

Mit Hilfe des Dirac-Hamiltonoperators

H(~p) � 


0

(~
 �~p+m) = ~��~p+ � m (C.7)

schreiben sich diese Gleichungen in

�

aquivalenter Weise als Eigenwertgleichungen

H(~p)  

+

(p) = !(~p)  

+

(p) ; H(~p)  

�

(~p) = �!(~p)  

�

(~p): (C.8)

 

+

ist also ein Dirac-Spinor positiver Energie und  

�

ein Spinor negativer Energie. Mit den

Operatoren

�

�

(~p) �

!(~p)�H(~p)

2!(~p)

(C.9)

gilt eine weitere

�

aquivalente Form der Dirac-Gleichung, n

�

amlich

�

+

(p) 

+

(p) =  

+

(p) ; �

�

(p) 

�

(~p) =  

�

(~p) : (C.10)

F

�

ur diese Operatoren �

�

(p) : C

4

! C

4

gelten die Eigenschaften:

�

�

�

(~p)

�

y

= �

�

(~p) (C.11)

�

�

(~p) �

�

(~p) = �

�

(~p) (C.12)

�

�

(~p) �

�

(~p) = 0 (C.13)

�

+

(~p) + �

�

(~p) = 1I

C

4 (C.14)

�

�

(~p) H

i

(~p) = H

i

(~p) �

�

(~p) = �!(~p) �

�

(C.15)

Wegen (C.11),(C.12) und (C.13) sind die �

�

(~p) also Orthogonalprojektoren, die den C

4

in zwei

2-dimensionale orthogonale Teilr

�

aume zerlegen.

Nach Gleichung (C.10) projizieren sie auf die L

�

osungen positiver und negativer Energie der freien

Dirac-Gleichung: f

�

ur eine beliebige Funktion � : IR

3

! C

4

ist nach (C.15) 	

�

(~p) � �

�

(~p)�(~p)

1

~� � (�

1

; �

2

; �

3

)
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L

�

osung der Dirac-Gleichung (C.7), also ein Spinor positiver bzw. negativer Energie.

Explizit ausgeschrieben lauten sie in der Weyl-Darstellung:

�

�

(~p) =

1

�2!(~p)

 

�!(~p)1I � ~� �~p m

m �!(~p)1I + ~� �~p

!

:

Ein 4-komponentiger-Dirac-Spinor positiver/negativer Energie  

�

: R

�

m

! C

4

ist eindeutig

durch eine 2-komponentige Funktion (Pauli-Spinor) '

�

: R

�

m

! C

2

festgelegt, so da� in der

Weyl-Darstellung

 

+

(p) =

1

p

2!(~p)

 

p

� (Pp) '

+

(p)

p

� (p) '

+

(p)

!

=

1

p

2!(~p)

 

p

� (Pp)

p

� (p)

!

'

+

(p) (C.16)

und  

�

(~p) =

1

p

2!(~p)

 

�

p

� (p) '

�

(~p)

p

� (Pp) '

�

(~p)

!

=

1

p

2!(~p)

 

�

p

� (p)

p

� (Pp)

!

'

�

(~p) (C.17)

L

�

osungen positiver bzw. negativer Energie der Dirac-Gleichung im Impulsraum sind.

Hierzu einige Bemerkungen:

� � : IR

4

! H ist der Vektorraum-Isomorphismus (d.h. linear und bijektiv) auf den 4-

dimensionalen reellen Vektorraum

H = fA : C

2

! C

2

; A

y

= Ag (C.18)

der hermiteschen 2� 2-Matrizen:

�(p) � p

�

�

�

= p

0

1I

C

2 + ~� �~p =

 

p

0

+ p

3

p

1

� ip

2

p

1

+ ip

2

p

0

� p

3

!

(C.19)

mit det �(p) = p

�

p

�

� hp; pi.

Die Pauli-Spinmatrizen �

i

, i=1,2,3 und bilden zusammen mit �

0

� 1I

C

2 eine Basis

f�

�

g

�=0;:::;3

= f1I

C

2 ; �

1

; �

2

; �

3

g von H.

� F

�

ur p

0

= !(~p) > 0, p

2

= m

2

> 0 ist �(p) positiv de�nit, so da� die Wurzel

p

� (p) existiert,

f

�

ur die man den folgenden expliziten Ausdruck angeben kann:

q

� (p) =

�(p) +m

p

2(!(~p) +m)

(C.20)

� Wir haben hier die Normierung der Spinoren so gew

�

ahlt, da� gilt:

�

 

+

(p)

�

y

 

+

(p) =

�

'

+

(p)

�

y

'

+

(p) und

�

 

�

(~p)

�

y

 

�

(~p) =

�

'

�

(~p)

�

y

'

�

(~p): (C.21)

Mit Hilfe von Abbildungen

e

T

�

: R

�

m

!M(C; 4� 2) = fMenge der komplexen 4� 2-Matrizeng

e

T

+

(p) : C

2

! C

4

e

T

+

(p) �

1

p

2!(~p)

 

p

� (Pp)

p

� (p)

!

(C.22)
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und

e

T

�

(~p) : C

2

! C

4

e

T

�

(~p) �

1

p

2!(~p)

 

�

p

� (p)

p

� (Pp)

!

(C.23)

k

�

onnen also die Dirac-Spinoren, d.h. die 4-komponentigen Eigenzust

�

ande der Energieprojektoren

�

�

als 'Einbettung' von Pauli-Spinoren erzeugt werden:

 

+

(p) =

e

T

+

(p) '

+

(p) ;  

�

(~p) =

e

T

�

(~p) '

�

(~p) : (C.24)

Man kann leicht zeigen

2

, da� f

�

ur diese Einbettungsoperatoren die geforderten Eigenschaften

�

+

(~p)

e

T

+

(p) =

e

T

+

(p) ; �

�

(~p)

e

T

+

(p) = 0

�

�

(~p)

e

T

�

(~p) =

e

T

�

(~p) ; �

+

(~p)

e

T

�

(~p) = 0 (C.25)

gelten.

Au�erdem gilt:

h

e

T

+

(p)

i

y

e

T

+

(p) = 1I

2

C

,

h

e

T

�

(~p)

i

y

e

T

�

(~p) = 1I

2

C

(C.26)

h

e

T

+

(p)

i

y

e

T

�

(~p) = 0 ,

h

e

T

�

(~p)

i

y

e

T

+

(p) = 0 (C.27)

Mit (C.26) folgt die Eindeutigkeit der Einbettung, (C.27) zeigt die Orthogonalit

�

at der beiden

Einbettungen zu Spinoren positiver und negativer Energie.

C.3 Die Darstellung von Poincar�e-Transformationen auf den

Dirac-Spinoren

C.3.1 Spezielle Poincar�e-Transformationen

Sei a 2 IR

4

, � eine spezielle Lorentz-Transformation und g das entsprechende Element der

�

Uberlagerungsgruppe SL(2;C), welches gegeben ist durch

g �(p) g

y

= �(�p) (C.28)

bzw.

�

g

y

�

�1

~�(p) g

�1

= ~�(�p) : (C.29)

Die Koordinaten in zwei beliebigen Bezugssystemen gehen durch eine Poincar�e-Transformation

(�; a) auseinander hervor:

x

0

= (�; a)x = �x+ a (C.30)

Die Darstellung der Poincar�e-Transformation (C.30) auf den Dirac-Spinoren  

�

(x) ist gegeben

durch

�

D

(�;a)

 

�

�

(x) = S

g

 

�

(�

�1

(x� a)) ; (C.31)

wobei sich die Transformationsmatrix S

g

in der von uns gew

�

ahlten Weyl-Darstellung schreibt

als

S

g

=

0

@

�

g

y

�

�1

0

0 g

1

A

: (C.32)

2

Man benutze die Identit

�

at

p

� (Pp)

p

� (p) =

p

� (p)

p

� (Pp) =

p

p

2

= m.
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Im Impulsraum ist diese Darstellung D

(�;a)

gegeben durch:

�

D

(�;a)

 

+

�

(p) = e

ipa

S

g

 

+

(�

�1

p) ;

�

D

(�;a)

 

�

�

(~p) = e

i~pa

S

g

 

�

(�

�1

~p) (C.33)

F

�

ur die Einbettungs-Operatoren (C.22) und (C.23) und die Transformationsmatrix S

g

�ndet

man folgende die Intertwining-Relationen:

S

g

e

T

+

(�

�1

p) =

e

T

+

(p)

p

!

p

r

2!

�

�1

p

�

!

�

�1

p

+m

�

�

q

� (Pp) g +

q

� (p)

�

g

y

�

�1

�

(C.34)

S

g

e

T

�

(�

�1

~p) =

e

T

�

(~p)

p

!

p

r

2!

�

�1

~p

�

!

�

�1

~p

+m

�

�

q

� (p) g +

q

� (Pp)

�

g

y

�

�1

�

: (C.35)

Aus diesen Intertwining-Relationen erh

�

alt man f

�

ur die 2er-Spinoren '

+

(p) und '

�

(~p) mit

 

+

(p) =

e

T

+

(p) '

+

(p) ;  

�

(~p) =

e

T

�

(~p) '

�

(~p)

die Darstellungen

�

D

(�;a)

'

+

�

(p) = e

ipa

p

!

p

r

2!

�

�1

p

�

!

�

�1

p

+m

�

�

q

� (Pp) g +

q

� (p)

�

g

y

�

�1

�

'

+

(�

�1

p) ;

�

D

(�;a)

'

�

�

(~p) = e

i~pa

p

!

p

r

2!

�

�1

~p

�

!

�

�1

~p

+m

�

�

q

� (p) g +

q

� (Pp)

�

g

y

�

�1

�

'

�

(�

�1

~p) :

(C.36)

Im Falle einer 3-dimensionalen Drehung um eine Drehachse ~!, d.h. � = R 2 SO(3) und a = 0

gilt f

�

ur das Element der

�

Uberlagerungsgruppe:

g = u 2 SU(2) � SL(2;C) (C.37)

u = e

�i ~��~!

(C.38)

S

u

=

 

u 0

0 u

!

(C.39)

und die Intertwining-Relationen (C.34) und (C.35) vereinfachen sich zu

S

u

e

T

+

(R

�1

p) =

e

T

+

(p) u ; S

u

e

T

�

(R

�1

~p) =

e

T

�

(~p) u : (C.40)

F

�

ur die Darstellung der Drehung auf den 2er-Spinoren folgt damit

�

D

(R;0)

'

+

�

(p) = u '

+

(R

�1

p) ;

�

D

(R;0)

'

�

�

(~p) = u '

�

(R

�1

~p) : (C.41)

C.3.2 Die Parit

�

atstransformation

Die Darstellung der Parit

�

atstransformation Px = P(x

0

; ~x) = (x

0

;�~x) auf den Dirac-Spinoren

 

�

(x) ist gegeben durch

�

P 

�

�

(x) = 


0

 

�

(P x) (C.42)

und entsprechend im Impulsraum

�

P 

+

�

(p) = 


0

 

+

(P p) ;

�

P 

�

�

(~p) = 


0

 

�

(P ~p) : (C.43)
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Zwischen 


0

und den Einbettungsoperatoren sind die folgenden Intertwining-Relation unmit-

telbar einsichtig:




0

e

T

+

(P p) =

e

T

+

(p) 1I

C

2 ; 


0

e

T

�

(P ~p) =

e

T

�

(~p) (�1I

C

2) (C.44)

Daraus erh

�

alt man die Darstellungen der Parit

�

atstransformation auf den 2er-Spinoren '

+

und

'

�

:

�

P'

+

�

(p) = '

+

(Pp) ;

�

P'

�

�

(~p) = �'

�

(P ~p) : (C.45)

Mit unserer speziellen Wahl (C.16) und (C.17) f

�

ur die 4er-Spinoren  

+

(p),  

�

(~p) ist die Dar-

stellung der Parit

�

atstransformation auf den 2er Spinoren '

+

,'

�

besonders einfach und ist durch

die Transformation des Arguments p ! Pp ohne eine zus

�

atzliche Transformation auf dem C

2

gegeben.

Man beachte den relativen Phasenfaktor �1 zwischen den beiden Darstellungen f

�

ur 2er-Spinoren

positiver und negativer Energie !

C.3.3 Die Zeitumkehrtransformation

Die Zeitumkehrtransformation T x = T (x

0

; ~x) = (�x

0

; ~x) stellt sich auf den Dirac-Spinoren

 

�

(x) dar durch

�

T  

�

�

(x) = �


1




3

 

�

�

(T x) (C.46)

mit

�


1




3

=

 

� 0

0 �

!

; � �

 

0 �1

1 0

!

: (C.47)

Die entsprechende Darstellung im Impulsraum ist gegeben durch

�

T  

+

�

(p) = �


1




3

 

+

�

(Pp) ;

�

T  

�

�

(~p) = �


1




3

 

�

�

(P ~p) : (C.48)

Mit Hilfe der g

�

ultigen Relation ��

�

(p) = �(Pp)� �ndet man die Intertwining-Relationen zwi-

schen den Einbettungsoperatoren

e

T

�

und �


1




3

:

�


1




3

e

T

+ �

(P p) =

e

T

+

(p) � ; �


1




3

e

T

� �

(P ~p) =

e

T

�

(~p) � : (C.49)

Damit erhalten wir die Darstellungen der Zeitumkehrtransformation auf den 2er-Spinoren '

+

und '

�

:

�

T '

+

�

(p) = � '

+

�

(Pp) ;

�

T '

�

�

(~p) = � '

�

�

(P ~p) : (C.50)



Anhang D

Die Oszillatorbasis

D.1 Der harmonische Oszillator

Die Schr

�

odinger-Gleichung des quantenmechanischen 3-dimensionalen harmonischen Oszillators

mit Masse m und Oszillatorst

�

arke k ist gegeben durch

H

osz

�(~x) = E�(~x); (D.1)

mit dem Hamilton-Operator

H

osz

=

~p

2

2m

+

1

2

kj~xj

2

; ~p = �i�h

~

r: (D.2)

Die Oszillatorfrequenz ! und der Oszillatorparameter � sind de�niert als:

! �

s

k

m

; � �

s

�h

m!

: (D.3)

Nach Reskalierung der Koordinaten mit dem Oszillatorparameter � d.h.

~

~p � �p ;

~

~x �

~x

�

(D.4)

schreibt sich der Hamiltonoperator in dimensionslosen Koordinaten

~

~x

H

osz

= �h!

1

2

�

�

~

4+ j

~

~xj

�

(D.5)

und wir erhalten die Di�erentialgleichung:

H

osz

�

nlm

(

~

~x) =

1

2

�

�

~

4+ j

~

~xj

�

�

nlm

(

~

~x) = E

nlm

�

nlm

(

~

~x): (D.6)

Die L

�

osung dieser Di�erentialgleichung liefert die Eigenwerte

E

nlm

= �h!

�

2n+ l +

3

2

�

(D.7)

und unter Ausnutzung von

�

h

osz

;

^

~

L

2

�

�

=

h

h

osz

;

^

L

z

i

�

= 0 (D.8)
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die Eigenfunktionen

�

�

nlm

(~x) = R

�

nl

(r) Y

lm

(
) (D.9)

in Polarkoordinaten ~x = (r; �; ') = (r;
).

Hierbei sind

n: radiale Quantenzahl n = 0; 1; 2; : : :

l: Drehimpulsquantenzahl l = 0; 1; 2; : : :

m: 3-Komponente des Drehimpulses m = �l;�l+ 1; : : : ; l� 1; l

Die Funktionen Y

lm

(
) = Y

lm

(�; ') sind die Kugel


�

achenfunktionen, welche Eigenzust

�

ande der

Drehimpulsoperatoren

^

~

L

2

,

^

L

z

sind:

^

~

L

2

Y

lm

(
) = l(l+ 1) Y

lm

(
)

^

L

z

Y

lm

(
) = m Y

lm

(
): (D.10)

Sie k

�

onnen durch die assoziierten Legendre-Polynome P

m

l

(cos �) ausgedr

�

uckt werden:

Y

lm

(
) = Y

lm

(�; ')

= (�1)

m

s

2l+ 1

2�

(l�m)!

(l+m)!

P

m

l

(cos �) e

im'

; f

�

urm � 0: (D.11)

F

�

ur negative Werte von m gilt:

Y

lm

(�; ') = (�1)

m

Y

�

l(�m)

(�; ') ; m < 0: (D.12)

Die Drehimpulsquantenzahl l bestimmt die Parit

�

at der Oszillatorfunktion �

�

nlm

(~x):

Y

lm

(� � �; '+ �) = (�1)

l

Y

lm

(�; '): (D.13)

Die Kugel


�

achenfunktionen Y

lm

sind orthonormal

Z

d
 Y

�

lm

(
)Y

l

0

m

0

(
) = �

ll

0

�

mm

0

(D.14)

und bilden ein vollst

�

andiges Funktionensystem

1

X

l=0

+l

X

m=�l

Y

�

lm

(�; ')Y

lm

(�

0

; '

0

) =

1

sin �

�(� � �

0

) �('� '

0

) : (D.15)

.

Die Radialfunktionen R

�

nl

(r) lassen schreiben als [21]

R

�

nl

(r) � N

�

nl

n

X

�=0

c

nl

�

�

r

�

�

2�+l

e

�

1

2

�

r

�

�

2

(D.16)

mit den Normierungskoe�zienten

N

�

nl

�

s

2

l�n+2

(2l+ 2n + 1)!!

p

� n! ((2l+ 1)!!)

2

�

�

3

2

=

v

u

u

u

t

2�(n+ lk +

3

2

)

�(n+ 1)

�

�(l +

3

2

)

�

2

�

�

3

2

(D.17)

und den Summationskoe�zienten

c

nl

�

� (�1)

�

2

�

 

n

�

!

(2l+ 1)!!

(2l+ 2�+ 1)!!

= (�1)

�

2

�

 

n

�

!

�(l+

3

2

)

�(� + l +

3

2

)

: (D.18)
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Hierbei sind die Funktionen �(z) die gew

�

ohnlichen Gammafunktionen mit

�(z + 1) = z �(z) f

�

ur z 2 IR ; �(1) = 1 ; �(

1

2

) =

p

� (D.19)

und �(n + 1) = n! ; �(n+

3

2

) =

(2n+ 1)!!

2

n+1

p

� f

�

ur n 2 IN : (D.20)

F

�

ur die Radialfunktionen R

�

nl

(r) gilt weiter

Z

1

0

dr r

2

�

R

�

nl

(r)

�

�

R

�

n

0

l

(r) = �

nn

0

; (D.21)

so da� die Oszillatoreigenfunktionen insbesondere auf Eins normiert sind:

Z

d

3

xj�

�

nlm

(~x)j

2

= 1: (D.22)

Der Zusammenhang von �

�

nlm

(~x) mit der normierten Oszillatorwellenfunktion �

nlm

(

~

~x) in der

reskalierten dimensionslosen Koordinate

~

~x =

~x

�

ist o�ensichtlich gegeben durch

�

�

nlm

(~x) = �

�

3

2

�

nlm

�

~

~x

�

= �

�

3

2

�

�=1

nlm

�

~x

�

�

: (D.23)

Eine n

�

utzliche Eigenschaft der Oszillatorwellenfunktionen ist die Tatsache, da� die Fourier-

transformierte einer Oszillatorwellenfunktion wiederum eine Oszillatorwellenfunktion ist. Ent-

sprechend unserer

�

ublichen Notation sei die Fouriertransformierte

~

�

�

nlm

(~p) von �

�

nlm

(~x) de�niert

durch

�

�

nlm

(~x) �

Z

d

3

p

(2�)

3

e

i~p�~x

~

�

�

nlm

(~p) (D.24)

oder umgekehrt

~

�

�

nlm

(~p) �

Z

d

3

x e

�i~p�~x

�

�

nlm

(~x) : (D.25)

Dann �ndet man n

�

amlich f

�

ur die Fouriertransformierte [21]:

~

�

�

nlm

(~p) = (�i)

2n+l

(2�)

3

2

�

1

�

nlm

(~p) : (D.26)

D.2 Der harmonische Oszillator f

�

ur drei Teilchen gleicher Mas-

se und Oszillatorst

�

arke

Die in den n

�

achsten Abschnitten gef

�

uhrte Diskussion

�

uber den harmonischen 3-Teilchen-Oszillator

bezieht sich auf den f

�

ur uns in dieser Arbeit ausreichenden

1

Spezialfall gleicher Massen. Wir

halten uns in diesem Abschnitt an die Ausf

�

uhrungen in [21]. Dort wird ganz allgemein der Fall

ungleicher Massen diskutiert.

Sei der Hamiltonopertator f

�

ur drei Teilchen gegeben durch (~p

i

= �i�h

~

r)

H

(3)

osz

=

3

X

i=1

j~p

i

j

2

2m

i

+

1

2

X

i<j

k

i

j~x

i

� ~x

j

j

2

: (D.27)

1

Wir hatten zur Abseparation der Schwerpunktsbewegung in der Bethe-Salpeter-Gleichung die Jacobi-

Koordinaten (willk

�

urlich) wie die angepa�ten Schwerpunktskoordinaten in einem nichtrelativistischen Zentral-

feldproblem f

�

ur drei Teilchen gleicher Masse gew

�

ahlt !
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Wir interessieren uns f

�

ur den Spezialfall gleicher Massen m = m

1

= m

2

= m

3

und gleicher

Oszillatorst

�

arken k = k

1

= k

2

= k

3

, also

H

(3)

osz

=

1

2m

�

j~p

1

j

2

+ j~p

2

j

2

+ j~p

3

j

2

�

+

1

2

k

�

j~x

1

� ~x

2

j

2

+ j~x

2

� ~x

3

j

2

+ j~x

1

� ~x

3

j

2

�

: (D.28)

Wir f

�

uhren nun die folgenden Jacobi-Koordinaten ein (vergleiche Gleichungen (2.82) und (2.83)):

Im Ortsraum:

~

X �

1

3

(~x

1

+ ~x

2

+ ~x

3

)

~� �

1

p

2

(~x

1

� ~x

2

)

~

� �

1

p

6

(~x

1

+ ~x

2

� 2~x

3

)

,

~x

1

=

~

X +

1

p

2

~�+

1

p

6

~

�

~x

2

=

~

X �

1

p

2

~�+

1

p

6

~

�

~x

3

=

~

X �

r

2

3

~

�

(D.29)

und im Impulsraum (die kanonisch konjugierten Impulse):

~

P � (~p

1

+ ~p

2

+ ~p

3

)

~p

�

�

1

p

2

(~p

1

� ~p

2

)

~p

�

�

1

p

6

(~p

1

+ ~p

2

� 2~p

3

)

,

~p

1

=

1

3

~

P +

1

p

2

~p

�

+

1

p

6

~p

�

~p

2

=

1

3

~

P �

1

p

2

~p

�

+

1

p

6

~p

�

~p

3

=

1

3

~

P �

r

2

3

~p

�

(D.30)

Separiert man in der Schr

�

odinger-Gleichung

H

(3)

osz

	

NLM

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) =

~

E 	

NLM

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) (D.31)

in der gewohnten Weise die Schwerpunktsbewegung ab, d.h.

	

NLM

(~x

1

; ~x

2

; ~x

3

) = e

i

~

P�

~

X

�h

�

NLM

(~�;

~

�); (D.32)

so erh

�

alt man die Schr

�

odinger-Gleichung im Schwerpunktsystem (

~

P = ~p

1

+ ~p

2

+ ~p

3

= 0) f

�

ur die

von den Relativkoordinaten ~�,

~

� abh

�

angigen Wellenfunktionen �

NLM

(~�;

~

�):

H

~

P=0

osz

�

NLM

(~�;

~

�) = E

N

�

NLM

(~�;

~

�) (D.33)

mit dem Hamilton-Operator

H

~

P=0

osz

=

1

2m

~p

2

�

+

1

2

~

k j~�j

2

+

1
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2

�

+
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~

k j
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�j

2

; (D.34)

wobei

~

k � 3k, sowie ~p

�

= �i�h

~

r

�

und ~p

�

= �i�h

~

r

�

.

Dieser Hamiltonoperator setzt sich also additiv aus zwei Hamiltonoperatoren h

1 osz

und h

2 osz

des quantenmechanischen 3-dimensionalen Oszillators zusammen:

H

~

P=0

osz

= h

1 osz

+ h

2 osz

= H

12 osz

(D.35)

und beschreibt daher zwei ungekoppelte harmonische Oszillatoren, f

�

ur die nach dem letzten

Abschnitt im einzelnen gilt:

h

1 osz

�

�

n

�

l

�

m

�

(~�) =

�

1

2m

~p
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�
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�

(~�) = E
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�

l

�

m

�

�

�

n

�

l

�

m

�

(~�) (D.36)
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mit E

1 n

�

l

�

m

�

= �h!(2n

�

+ l

�

+

3

2

) und

h

2 osz

�

�
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�

l

�

m

�
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~
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�) (D.37)

mit E

2 n

�

l

�

m

�

= �h!(2n

�

+ l

�

+

3

2

).

Hierbei sind die Oszillatorenergie ! und der Oszillatorparameter � wieder de�niert durch

! �

s

~

k

m

=

s

3 k

m
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s

�h

m!

: (D.38)

Wir bekommen also:

H

12 osz

�

�

NLM�

(~�;

~

�) = E

N

�

�

NLM�

(~�;

~

�) (D.39)

mit den Eigenwerten

E

N

= E

1

+ E

2

= (N + 3) �h! ; N = 2n

�

+ l

�

+ 2n

�

+ l

�

: (D.40)

Die Eigenfunktionen �

�

NLM�

(~�;

~

�) vonH

12 osz

sind das Produkt der 1-Teilchen-Wellenfunktionen

�

�

n

�

l

�

m

�

(~�) und �

�

n

�

l

�

m

�

(

~

�), deren Drehimpulse

~

l

�

und

~

l

�

wir zum Gesamtdrehimpuls

~
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~

l

�

+

~

l

�

; d:h: jl
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� l
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j � L � l
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+ l
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; (D.41)

koppeln k

�

onnen, also

�

�
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i

L
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�
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�) (D.42)

Die Eigenzust

�

ande von H

12 osz

sind somit durch die Quantenzahlen N;L;M; � charakterisiert,

wobei wir die Einteilchen-Quantenzahlen n

�

; l

�

; n

�

; l

�

zu � zusammenfassen.

Die Oszillatorwellenfunktionen �

�

NLM�

(~�;

~

�) haben eine de�nierte Parit

�

at. Diese ist durch

� = (�1)

l
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�

= (�1)

N

(D.43)

gegeben, denn:
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In reskalierten dimensionslosen Koordinaten
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schreibt sich der Hamilton-Operator in der Form

H

12 osz
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und die Eigenfunktionen �(

~

~�;

~

~

�) in den reskalierten Koordinaten stehen mit den Eigenfunktionen

�

�

(~�;

~

�) in folgendem Zusammenhang:
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Die Fouriertransformierte von �

�

(~�;

~

�) ist nach (D.26) wieder eine 3-Teilchen-Oszillatorfunktion:
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(D.48)

D.3 Talmi-Moshinsky-Transformationen

Wir betrachten orthogonale Transformationen der Jacobi-Koordinaten ~� und

~

� der folgenden

Art:
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mit d 2 IR ; d � 0 beliebig: (D.49)

Dieses sind sogenannte orthogonale Talmi-Transformationen der zwei harmonischen Oszil-

latoren h

1 osz

und h

2 osz

. Die Oszillator-Eigenfunktionen haben ein sehr angenehmes Verhalten

unter diesen Transformationen , denn die Darstellung von ~�;

~

�! ~�

0

;

~

�

0

auf ihrer Basis ist end-

lich!

Die Transformation der Wellenfunktionen, welche als Talmi-Moshinsky-Transformation be-

zeichnet wird, stellt sich n

�

amlich wie folgt dar [31]:
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Die Koe�zienten hn

0

�

l

0

�

; n

0

�

l

0

�

;Ljn

�

l

�

; n

�

l

�

;Li

d

bezeichnet man als Talmi-Moshinsky-Klammern,

im Spezialfall d = 1 werden sie in der Literatur auch Brody-Moshinsky-Klammern genannt.

Unter der Transformation (D.49) bleiben die Energie (N + 3) �h!, der Drehimpuls L und die

Parit

�

at � erhalten. Deshalb besitzt die transformierte Oszillatorfunktion ebenfalls die Quanten-

zahlen N , L und M und es gelten die Auswahlregeln:

Energieerhaltung : n
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+ l

�

+ 2n

�

+ l
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= 2n

0
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+ l
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�
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(D.51)

Die Klammern sind dar

�

uberhinaus reell und unabh

�

angig von M .

Die Transformation �ndet deshalb auf dem endlich-dimensionalen, invarianten Unterraum

U(N;L) = Span fj�;NLi = jn

�

l

�

; n

�

l

�

;NLig

N=2n
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+2n

�

+l

�
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�l

�

j� L �l

�
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(D.52)

statt, der durch die Quantenzahlen N und L festgelegt ist. Die endliche Dimension eines solchen

irreduziblen Unterraumes zu N , L ist gegeben durch

dim U(N;L) =

(

1

8

(L+ 1)(N � L+ 2)(N � L+ 4) falls N � L gerade

1

8

L (N � L+ 1)(N � L+ 3) falls N � L ungerade.

(D.53)
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D.4 S

�

atze von Jacobi-Koordinaten und ihre Darstellung durch

Talmi-Moshinsky-Transformationen

In dem bisher gew

�

ahlten Satz von Jacobi-Koordinaten (D.29) und (D.30) ist das 3. Teilchen

ausgezeichnet, da die Koordinaten ~x

3

bzw. ~p

3

nur von einer Relativkoordinate n

�

amlich

~

� bzw.

~p

�

abh

�

angen. 1-Teilchen-Matrixelemente f

�

ur das 3. Teilchen lassen sich in diesem Satz von

Relativkoordinaten besonders einfach berechnen. Durch zyklische Permutation der Quarkindizes

k

�

onnen wir aus diesem Satz (=Satz 3) von Jacobi-Koordinaten (~�;

~

�) � (~�

3

;

~

�

3

) bzw. (~p

�

; ~p

�

) �

(~p

�

3

; ~p

�

3

) zwei weitere S

�

atze von Relativkoordinaten bilden, in denen entsprechend das Teilchen

1 bzw. das Teilchen 2 ausgezeichnet ist.

Wir de�nieren:

� Jacobi-Koordinaten, Satz 1:
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� Jacobi-Koordinaten, Satz 2:
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Dann gehen die Koordinates

�

atze 1 und 2 durch folgende orthogonale Transformationen aus dem

Satz 3 hervor:
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und
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Dieselben Transformationseigenschaften gelten nat

�

urlich auch f

�

ur die relativen Impulskoordina-

ten, die sich ja in derselben Weise aus den kartesischen Koordinaten berechnen wie die Ortsko-

ordinaten.

Wir k

�

onnen diese Transformationen in der Form (D.49) schreiben:
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und
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Die Transformation der der Jacobi-Koordinaten von Satz 3 nach Satz 1 bzw. Satz 2 durch

zyklische Permutation der Quarkindizes ist somit durch eine Talmi-Transformation der Form

(D.49) mit d = 3 gegeben und kann nach dem vorangegangenen Abschnitt durch eine Talmi-

Moshinsky-Transformation (D.50) auf den Oszillator-Eigenfunktionen dargestellt werden.

Demnach transformieren sich die Wellenfunktionen also wie folgt:

� Satz 3 ! Satz 1:
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� Satz 3 ! Satz 2:

h

�

�

n

�

l

�

(~�)
 �

�

n

�

l

�

(

~

�)

i

L

M

= (�1)

l

�

X

n

�

2

l

�

2

n

�

2

l

�

2

(�1)

l

�

2

hn

�

2

l

�

2

; n

�

2

l

�

2

;Ljn

�

l

�

; n

�

l

�

;Li

3

h

�

�

n

�

2

l

�

2

(~�

2

)
 �

�

n

�

2

l

�

2

(

~

�

2

)

i

L

M

(D.63)

Die gleichen Talmi-Moshinsky-Transformationen gelten nat

�

urlich auch wieder f

�

ur die Oszilla-

torfunktionen (�i)

N

(2�)

3

�

�

1

�

n

�

l

�

(~p

�

)
 �

1

�

n

�

l

�

(~p
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�

L

M

im Impulsraum!

D.5 Oszillatorfunktionen mit de�nierter S

3

-Permutationssymme-

trie

F

�

ur die Konstruktion der total antisymmetrischen Baryonbasis ben

�

otigen wir O(3)-Oszillator-

funktionen mit de�nierter S

3

-Symmetrie. Dazu mu� die Darstellung der Generatoren (12) und

(123) auf den Oszillatorfunktionen bekannt sein. Wir haben die Relativkoordinaten ~�,

~

� gerade
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so gew

�

ahlt, da� sie den gemischt symmetrischen irreduziblen Darstellungen der Permutations-

gruppe S

3

entsprechen:
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In diesen Koordinaten ist die Darstellung (123) auf den Oszillatorfunktionen gerade durch die

der Koordinatentransformation Satz 1! Satz 2 entsprechenden Talmi-Moshinsky-Transformation

(D.62) auf dem durch N und L vorgegebenen invarianten Unterraum U(N;L) gegeben. Wie un-

mittelbar einsichtig, ist die Darstellung von (12) gegeben durch
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Die invarianten Darstellungsr

�

aume der Permutationoperatoren � 2 S

3

sind also die durch N

und L vorgegebenen Unterr

�

aume U(N;L).

Wir wollen hier nicht im Detail auf die Konstruktion der Oszillatorzust

�

ande de�nierter Sym-

metrie auf diesen Unterr

�

aumen eingehen, sondern sie nur skizzieren und das Ergebnis angeben.

Eine ausf

�

uhrliche Beschreibung ist in den Anh

�

angen der Arbeit von W. Blask [21] bzw. origin

�

ar

in [31] gegeben:

� Man w
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in denen sich (12) als eine Vertauschung der Koordinaten und (123) als Multiplikation mit

einem Phasenfaktor darstellt:
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F

�

ur Oszillatorfunktionen in diesen Koordinaten sind die Darstellungen von (12) und (123)

sehr einfach:
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mit 2g � � � 2n
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+ l
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1

� (2n
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+ l

�

2

).

� Durch Anwendung von Young-Projektoren, welche aus (12) und (123) zusammengesetzt

sind, werden in diesen Koordinaten Oszillatorzust

�

ande mit de�nierter Permutationssym-

metrie S, M

S

, M

A

, A konstruiert; anschlie�end transformiert man

�

uber eine Brody-

Moshinsky-Transformation (d = 1) die Oszillatorzust

�

ande der Koordinaten ~�

1

,~�

2

in Os-

zillatorzust

�

ande der standardm

�

a�igen Jacobi-Koordinaten ~�,

~

�.

� Die Oszillatorfunktionen mit de�nierter Symmetrie R

L

des zu N , L gegebenen Unterrau-

mes U(N;L) sind dann folgende Linearkombinationen der Oszillatorfunktionen (D.42):
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Tabelle D.1: Die Koe�zienten A(�; R

L

) f

�

ur verschiedene � und Symmetrietypen R

L

mit den Brody-Moshinsky-Klammern hn
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l
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; n

�
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�

;Ljn

�
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l

�
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; n
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;Li
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. Hierbei ist (�)

R

L

=

+1 f

�

ur R

L

= S;M

S

und (�)

R

L

= �1 f

�

ur R

L

= A;M

A

. Die Koe�zienten A(�; R

L

) sind in

Tabelle D.1 angegeben.

Auch hier gelten nat

�

urlich wieder die entsprechenden Gleichungen f

�

ur die Impulsraum-Oszillator-

funktionen!



Anhang E

Drehimpulskopplungen und

Wigner-Eckart-Theorem

E.1 Drehimpuls-Eigenzust

�

ande und Tensoroperatoren

Drehimpuls-Eigenzust

�

ande

Die Eigenzustnde der Drehimpulsoperatoren

~

J

2

und J

3

erf

�

ullen die Relationen

~

J

2

jjmi = j(j + 1) jjmi (E.1)

J

3

jjmi = m jjmi: (E.2)

Die Wirkung der Auf- bzw. Absteigeoperatoren J
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= J
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� i J
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ist gegeben durch
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Sie sind normiert gem
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a�
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m

0

jjmi = �

j

0

j

�m

0

m: (E.4)

Tensoroperatoren

Ein Tensoroperator der Stufe k mit 2k + 1 Komponenten q = �k : : : k ist durch sein Verhalten

unter Drehungen de�niert:
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Hierbei ist

^

R(!) = e

�i~!�

~

J

der Rotationsoperator und D
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q

(!) = hk; q

0

j
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R(!)jk; qi sind die soge-

nannten Wignerschen D-Funktionen.

Die Komponenten eines Tensoroperators gen
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ugen den Vertauschungsrelationen
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: (E.7)

Ein Vektoroperator
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T = (T
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3

) entspricht einem Tensoroperator erster Stufe T

[1]

, dessen

sph

�

arischen Tensorkomponenten T
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q

folgenderma�en aus den kartesischen Komponenten T

i
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T
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0

= T
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: (E.9)
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Ein Beispiel f

�

ur einen Tensoroperator erster Stufe (k = 1):

Stellt man den Impulsvektor ~p mit Hilfe von Kugel


�

achenfunktionen in Kugelkoordinaten p; �; '

dar und berechnet nach (E.8) seine drei sph

�

arischen Tensorkomponenten p

[1]

m=�1;0;1

, so entspre-

chen diese im wesentlichen den drei Komponenten der Kugel
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Das Skalarprodukt zweier Vektoroperatoren
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2

ist ein skalarer Operator und entspricht einem

Tensoroperator nullter Stufe. Dieser kann als die Kopplung (siehe Abschnitt E.2) der
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E.2 Drehimpulskopplungen

Clebsch-Gordan-Koe�zienten

Seien jj

1

; m

1

i und jj

2

; m

2

i die Eigenzust
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ande zu den Drehimpulsoperatoren
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Analog gilt f

�

ur Tensoroperatoren:
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Die Koe�zienten sind die sogenannten Clebsch-Gordan-Koe�zienten. Sie erf

�

ullen die fol-

genden Orthogonalit

�

atsrelationen
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Mit diesen folgen die zu (E.12) und (E.13) inversen Beziehungen

jj

1

; m

1

i 
 jj

2

; m

2

i =

X

J;M

hj

1

m

1

; j

2

m

2

jJMi [jj

1

i � jj

2

i]

J

M

(E.16)

T

[k

1

]

1 q

1


 T

[k

2

]

2 q

2

=

X

k;q

hk

1

q

1

; k

2

q

2

jkqi

h

T

[k

1

]

1


 T

[k

2

]

2

i

[k]

q

: (E.17)

Die Clebsch-Gordan-Koe�zienten sind reell, die Phasenkonvention gem

�

a� [30] lautet:
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Die Umkopplung zweier Drehimpulszust
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ande liefert einen Phasenfaktor:
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3j-Symbole

Statt des Clebsch-Gordan-Koe�zienten benutzt man h

�

au�g das sogenannte 3j-Symbol:
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mit

^

J =

p

2J + 1.

Die 3j-Symbole
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gen
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ugen den folgenden Symmetrierelationen:
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� Die Permutation der Spalten liefert i.a. einen Phasenfaktor, und zwar gilt:
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3
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mit C

�

=

�

1 wenn � gerade Permutation

(�1)

j

1

+j

2

+j

3

wenn � ungerade Permutation.

Die Multiplikation der unteren Spalte mit (�1) liefert ebenfalls einen Phasenfaktor:
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j

3

m

1

m

2

m

3

!
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j

1

+j

2
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j

1

j

2

j

3
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1
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2

�m

3

!

(E.21)

� Sind alle m-Quantenzahlen gleich Null, so gilt

 

j

1

j

2

j

3

0 0 0

!

= 0 ; falls j

1

+ j

2

+ j

3

ungerade: (E.22)

In speziellen F

�

allen hat das 3j-Symbols eine besonders einfache Form, z.B:
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2
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=
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1
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�
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6j-Symbole

Die Umkopplung dreier Drehimpulse oder Tensoroperatoren f

�

uhrt auf die De�nition der 6j-

Symbole:
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]
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=
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^
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]
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[k
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3
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]

�
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123

]

q

(E.24)

Die 6j-Symbole haben folgende Eigenschaften:
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� Sie sind invariant bei Vertauschung zweier Spalten oder zweier

�

ubereinander stehender

Paare.

�

(

j

1

j

2

j

3

j

4

j

5

j

6

)

ist nur dann von Null verschieden, falls gilt:
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1
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3
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1

+ j
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;
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1
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5
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4
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� Ist ein Eintrag im 6j-Symbol gleich Null, dann hat es die einfache Form
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j

1

j

2

j

3
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3
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0
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=
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�
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�
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: (E.26)

9j-Symbole

Die Umkopplung von vier Drehimpulsen oder Tensoroperatoren de�niert die 9j-Symbole:
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(E.27)

Die 9j-Symbole haben folgende Eigenschaften:

� Die Vertauschung zweier Spalten oder zweier Zeilen f

�

uhrt zu einem Phasenfaktor (�1)

�

,

wobei � die Summe

�

uber alle auftretenden Drehimpulse ist. Dar

�

uberhinaus ist es invariant

unter Transponieren.

� Im Fall von Null-Eintr

�

agen vereinfacht sich das 9j-Symbol:
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<
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E.3 Wigner-Eckart-Theorem und reduzierte Matrixelemente

Das Wigner-Eckart-Theorem de�niert das sogenannte reduzierte Matrixelementes der Ten-

sorkomponente T

[k]

q

eines sph

�

arischen Tensoroperators:

hj

1

; m

1

jT

k

q

jj

2

; m
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Die Abh

�

angigkeit des gesamten Matrixelementes von den m-Quantenzahlen steckt in dem 3j-

Symbol. Mit der Kenntnis des reduzierten Matrixelementes hj

1

jjT

[k]

jjj

2

i lassen sich also s

�

amt-

liche Matrixelemente zu beliebigen m

1

, m

2

berechnen.

Im Fall eines skalaren Operators hat (E.30) die einfache Form:
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jjji : (E.31)

F

�

ur das reduzierte Matrixelement eines Tensorprodukts von Operatoren T

[k]

und S

[p]

gilt:

�Wenn beide Operatoren T

[k]

und S

[p]

auf verschiedenen R

�

aumen wirken:
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�Wenn beide Operatoren T

[k]

und S

[p]

auf gleichen R

�

aumen wirken:
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H

�

au�g vorkommende, einfache reduzierte Matrixelemente sind:
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Anhang F

Dirac-Spinstrukturen und ihre

Darstellung auf dem Spinraum der

2� 2� 2-Amplituden

Die in dieser Arbeit verwendeten Wechselwirkungskerne sind im Impulsraum Faltungstypkerne,

die i.a. aus Summanden der Form

V (~p

�

; ~p

�

; ~p

0

�

; ~p

0

�

) = V (~p

�

� ~p

0

�

; ~p

�

� ~p

0

�

) = v(~p

�

� ~p

0

�

; ~p

�

� ~p

0

�

) [�

1


 �

2


 �

3

]
 V

F

(F.1)

zusammengesetzt sind.

Hierbei sei v(:; :) : IR

3

� IR

3

! IR ein reelles, skalares, d.h. rotationsinvariantes Potential,

welches nur von den drehinvarianten Koordinaten j~p

�

j

2

, j~p

�

j

2

und ~p

�

� ~p

�

abh

�

angig ist, also

v(~q

�

; ~q

�

)

�

= v(~q

�

; ~q

�

) und v(~q

�

; ~q

�

) = v(j~q

�

j

2

; j~q

�

j

2

; ~q

�

�~q

�

).

�
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 �

2


 �

3

: C

4


 C

4


 C

4

! C

4


 C

4


 C

4

stellt die Spinstruktur (Dirac-Struktur) der

Wechselwirkung dar, und V

F

beschreibt die Flavourabh

�

angigkeit der Wechselwirkung.

In diesem Anhang wird beschrieben, wie durch die Einbettungsoperatoren die C

4


 C

4


 C

4

-

Dirac-Spinstrukturen auf C

2


 C

2


 C

2

-Spinoperatoren reduziert werden.

F.1 M

�

ogliche Spinstrukturen

Bestimmte Symmetrieforderungen an den Salpeter-Hamiltonian schr

�

anken die m

�

oglichen Spin-

strukturen �

1


 �

2


 �

3

in dem Wechselwirkungskern (F.1) ein:

� Hermitizit

�

at von H (vergl. Abschnitt 2.3):
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 �
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� Symmetrie von H unter Parit

�

atstransformationen (vergl. Abschnitt 2.4.1)

)

h
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= 0 (F.3)

� Symmetrie von H bzgl. positiver und negativer Eigenwerte (vergl. Abschnitt 2.4.3)

)
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Die Hermitizit

�

atsbedingung (F.2) erfordert, da� entweder alle �

i

hermitesch sind, oder da� nur

ein � hermitesch ist und die anderen beiden antihermitesch sind. Um nun Spinstrukturen zu

konstruieren, die mit 
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kommutieren, betrachten wir nun

folgende vier Klassen von Matrizen � : C
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In allen F

�

allen bezeichnet hier A : C

2

! C

2

eine (schief)hermitesche Matrix auf dem C

2

.

Dann gen

�

ugen folgende Kombinationen �

i

der Typen 1 bis 4 den Kommutatorrelationen (F.3)

und (F.4) (Die in diesem Modell explizit verwendeten Spinstrukturen geben wir jeweils als
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F.2 Reduktion der Spinstrukturen

Zur Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente in Abschnitt 3.3.1 bzgl. 2�2�2-Baryonbasis-
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�

ande wird mit Hilfe der Einbettungsoperatoren T
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f
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uhrt dies zu der Zerlegung
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Die Einbettungsmatrizen T
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Wegen der Bedingung (F.4)
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gilt f
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Dieses zeigt man sehr leicht mit den g
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Wir wollen die Darstellung der Dirac-Strukturen �
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Es reicht also die Kenntnis von D
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