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Einleitung

Die quantitative, konsistente Beschreibung von Mesonen und Baryonen, ist auch heute noch
eine der interessantesten Herausforderungen an die moderne Elementarteilchenphysik. Als zu-
grundeliegende Feldtheorie wird heute die sogenannte Quantenchromodynamik (QCD) als die
richtige elementare Theorie zur Beschreibung hadronischer Zustdnde allgemein anerkannt. Sie
kann wie fast alle Theorien von fundamentalen Wechselwirkungen (wie z.B. auch die Quanten-
elektrodynamik (QED)), aus dem Prinzip der lokalen Eichinvarianz hergeleitet werden. Dabei
wechselwirken Quarks als Trdger einer Farbladung mittels Austausch von Eichbosonen, den
sogenannten Gluonen, und bilden zusammengesetzte Systeme — eben die Hadronen. Dennoch
ist es nicht unproblematisch, innerhalb dieser Theorie die hadronischen Eigenschaften von Teil-
chen zu berechnen. Der Vergleich mit der QED zeigt signifikante Unterschiede, die aus dem
nichtabelschen Charakter der zugrundeliegenden Eichgruppe resultieren. Statt nur einer besit-
zen die Quarks drei mogliche Farbladungen und die Gluonen sind selbst Farbladungstriager. In
Prozessen, wo grofie Energien und Impulsiibertrige eine Rolle spielen kann man die Quarks als
freie Teilchen betrachten und eine stérungstheoretische Rechnung durch Entwicklung nach der
Kopplungskonstanten a; vornehmen (Asymptotische Freiheit).

Die experimentell beobachteten Hadronen haben jedoch Anregungen mit typischen Energien
< 1 GeV. Eine perturbative Rechnung im Rahmen der QCD versagt aber wegen der wach-
senden Grofie der Kopplungskonstanten g bei mittleren und kleinen Energien, also gerade in
dem Bereich der hadronischen Grundzustédnde und niederenergetischen Anregungen. Zur Un-
tersuchung der Struktur und Wechselwirkung von Hadronen greift man daher i.a. auf Modell-
vorstellungen zuriick. Der wichtigste Ansatz ist das sogenannte Konstituenten-Quarkmodell.
In diesem werden die gluonischen Freiheitsgrade bei niedrigen Energien durch Einfithrung von
sogenannten Konstituenten-Quarks mit einer effektiven Masse und einer effektiven Wechselwir-
kung eliminiert. Der langreichweitige Teil der Wechselwirkung, der dem Confinement entspricht,
wird dabei durch einen geeigneten (i.a. linearen) Potentialansatz parametrisiert. Das komple-
xe Vielteilchensystem wird damit zu einem einfachen 3- (Baryon) bzw. bzw. 2-Teilchensystem
(Meson) reduziert und hadronische Zustdnde werden als Anregungen der Freiheitsgrade der
Konstituenten-Quarks verstanden. Im nichtrelativisischen Quarkmodell, wie es von Isgur und
Karl [5] am ausfiihrlichsten diskutiert wurde, konnten mit einem solchen Ansatz die Spektren
von Mesonen und Baryonen gut beschrieben werden. Trotz der Erfolge des nichtrelativistischen
Quarkmodells bei der Berechnung von Meson- und Baryonmassen ist die Anwendbarkeit insbe-
sondere fiir leichte Quarks (u,d,s) fraglich, da sich leichte Quarks mit relativistischen Geschwin-
digkeiten bewegen. In der Tat fiithrt die naive Anwendung nichtrelativistischer Zerfallsformeln
zu falschen Resultaten insbesondere im Grundzustands-Meson-Oktett. Zur Berechnung von Zer-
fallsobservablen bedarf es also einer kovarianten Theorie.

Um sowohl die Massen als auch die Zerfallsobservablen von Mesonen berechnen zu kénnen
wurde am Institut fiir Theoretische Kernphysik von C. R. Miinz, J. Resag, B. C. Metsch
und H. R. Petry [13,12,10,11] ein kovariantes Quarkmodell fiir Mesonen entwickelt. Dieses
basiert auf der relativistischen 2-Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung [1], die in der rela-
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tivistischen Quantenfeldtheorie einen gebundenen Zustand von zwei Teilchen beschreibt. Zur
Vermeidung von konzeptionellen Schwierigkeiten wird die instantane Naherung dieser Glei-
chung (d.i. Salpeter-Gleichung [2]) verwendet, die immer noch formal kovariant ist. Der Quark-
Antiquark-Wechselwirkungskern der Salpeter-Gleichung besteht aus einem linerar ansteigenden
Confinement-Anteil mit geeigneter Dirac-Struktur und einer zusétzlichen Restwechselwirkung
(’t Hooft’s-Kraft) die aus Instanton-Effekten in der QCD abgeleitet werden kann [32]. In die-
sem kovarianten Modell konnten sowohl die Spektren als auch elektroschwache Zerfallsobser-
vablen der Mesonen erfolgreich reproduziert werden. Insbesondere lieferte die Verwendung der
Instanton-induzierten Restwechselwirkung im Rahmen dieses relativistischen Modells die richti-
ge m—n—n'-Aufspaltung und n—7'-Flavour-Mischung, wobei zu betonen ist, daff die Verwendung
der 't Hooftschen-Kraft in einem nichtrelativistischen Mesonmodell diesbeziiglich nicht zu so gu-
ten Resulaten kam.

Die Erfolge des kovarianten Mesonmodells im Rahmen des Bethe-Salpeter-Formalismus sind eine
Motivation fiir die Verallgemeinerung dieses Modells auf die Baryonen, die in der vorliegenden
Arbeit vorgenommen werden wird. Wir wihlen dazu entsprechend als Ausgangspunkt die 3-
Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung in instantaner Néaherung, deren 3-Quark-Wechsel-
wirkungskern analog zum Mesonmodell aus einem linear ansteigenden Confinement-Anteil mit
gegeigneter Dirac-Struktur und der Instanton-induzierten Restwechselwirkung modelliert wird.
Zur Vermeidung konzeptioneller Schwierigkeiten werden Anteile von 2-Teilchen-Wechselwir-
kungskernen in der Bethe-Salpeter-Gleichung von vornherein vernachldssigt. Die bisherigen
Rechnungen mit diesem Modell sind von rein spektroskopischer Art, doch wird es in Zukunft
moglich sein, wie im Fall der Mesonen auch fiir die Baryonen elektroschwache Zerfallsobserva-
blen zu berechnen. Die Arbeit ist inhaltlich wie folgt in vier Kapitel gegliedert:

Im Kapitel 1 leiten wir die 3-Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung fiir ein gebundenes System von
drei Fermionen (Quarks), sowie die Normierungsbedingung fiir die Losungen (Bethe-Salpeter-
Amplituden) dieser Gleichung her. Der Ausgangspunkt dafiir ist die quantenfeldtheoretische
6-Punkt-Greensfunktion. Wir zeigen, wie man durch Ausnutzung der analytischen Struktur der
Greensfunktion am Pol eines gebundenen Zustands simultan die Gleichung und die Normierung
der Bethe-Salpeter-Amplituden durch eine Laurententwicklung gewinnt.

Im Kapitel 2 diskutieren wir kurz die konzeptionellen Schwierigkeiten der 8-dimensionalen
Bethe-Salpeter-Gleichung. Zur Vermeidung dieser Schwierigkeiten werden Anteile von 2-Teilchen-
Kernen komplett vernachldssigt, fiir den verbleibenden 3-Teilchen-Kern nehmen wir an, daf§
Retardierungseffekte keine Rolle spielen (instantane N&herung). Dariiberhinaus ndhern wir
1-Teilchen-Propagatoren durch freie Propagatoren und fiihren damit effektive Konstituenten-
Quarkmassen als Parameter in unser Modell ein. Dieses Konzept fiithrt uns auf eine 6-dimensionale
Reduktion der Bethe-Salpeter-Gleichung — die Salpeter-Gleichung, die immer noch formal
kovariant ist und die volle Dirac-Struktur mit Komponenten positiver und negativer Energie
enthilt. Die Salpeter-Gleichung 148t sich als ein Eigenwertproblem H® = M & fiir die Masse M
des Baryons formulieren. Wir analysieren die Struktur und den Lésungsraum dieser Gleichung:
Es zeigt sich daf} die instantane Ndherung zu einer Projektor-Struktur fiihrt, die die Zahl der
unabhingigen Funktionen zur Beschreibung des Baryonzustandes stark reduziert. Die Normie-
rungsbedingung der Bethe-Salpeter-Amplituden fiihrt uns auf ein hermitesches, positiv definites
Skalarprodukt, was die Struktur unseres Problems und die Interpretierbarkeit der Lésungen &
(Salpeter-Amplituden) stark vereinfacht.

Im Kapitel 3 entwickeln wir eine Methode zur numerischen Lésung des Eigenwertproblems. Da-
zu wird die Salpeter-Amplitude nach einer geeigneten endlichen Basis entwickelt, wodurch sich
die Salpeter-Gleichung als ein reelles, symmetrisches Eigenwertproblem in Matrixform formu-
lieren 148t, dessen Lésung mit Standard-Diagonalisierungsverfahren trivial ist. Die Berechnung
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der Matrixelemente bzgl. des oben erwdhnten Skalarproduktes selbst ist dagegen nicht trivial
und numerisch sehr aufwendig. Wir entwickeln daher einen Formalismus, mit dem sich die Ma-
trixelemente der Dirac-Spinoren auf Matrixelemente von Pauli-Spinoren reduzieren lassen, die
dann mit bekannten Methoden (basierend auf dem Wigner-Eckart Theorem) relativ einfach zu
berechnen sind. Dieses Losungsverfahren wurde in C4++ programmiert.

Im Kapitel / benutzen wir den Formalismus als Grundlage fiir ein kovariantes Quarkmodell
zur Berechnung der Massen und Salpeter-Amplituden der leichten Baryonen mit up-, down-
und strange-Inhalt. Analog zum kovarianten Salpeter-Meson-Modell von Miinz und Resag wird
das Confinement durch ein linear ansteigendes 2-Teilchen-Potential mit einer Kombination ei-
ner skalaren und einer zeitartigen Vektor-Dirac-Spinstruktur parametrisiert. Fiir das Confi-
nementpotential untersuchen wir zwei Varianten (Modell I und II), die sich strukturell nur
in der gew&hlten Dirac-Struktur des konstanten Anteils des Potentials unterscheiden. Fiir die
Beschreibung der Oktett-Grundzustandsbaryonen mufi zum Confinement zusétzlich eine Rest-
wechselwirkung addiert werden. Wie im Salpeter-Mesonmodell von Miinz und Resag benutzen
wir dafiir die Instanton-induzierte Restwechselwirkung von ’t Hooft. Fine nichtrelativistische
Version dieser Wechselwirkung [21-23] fiihrte bereits zu guten Resultaten bei der Berechnung
von Baryon-Spektren. Dennoch konnten in dlieser nichtr?lativistischen F?rm einige Merkmale
der Spektren wie z.B. die Roper-Zustéinde N2%(1440), A2*(1600) und £2(1660) des Baryon-
spektrums ("Roper-Problem’) nur ansatzweise beschrieben werden. Es zeigt sich in der Tat, daf§
gerade die relativistische Behandlung der Instanton-induzierten Restwechselwirkung im Rah-
men unseres Salpeter-Baryon-Modells das 11\/[erkmal der Roper-Resonanzen beschreiben kann:
das Roper-Problem fiir die Resonanzen N27(1440) und A2%(1600) wird in beiden Modellen

in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment gelést. Fiir die Resonanz E%+(1660) er-
reichen wir zumindest eine Verbesserung gegeniiber dem nichtrelativistischen Modell. Neben
der Beschreibung der Gesamtstruktur der Baryonspektren fiir beide Varianten des Confine-
mentpotentials bildet die Untersuchung von Instantoneffekten den Schwerpul}kt dielses K:laLpitels.
Dile obenen angesprochenen Roper-Resonanzen werden in allen Sektoren N2, A2%, X2 und
2271 der Oktett-Gundzustandsbaryonen untersucht. Dariiberhinaus studieren wir die Aufspal-
tung der Oktett-Grundzustéinde gegeniiber den Dekuplettzustinden. Es zeigt sich, dafi durch
't Hoofts Kraft in Verbindung mit dem Confinement-Modell 11, dessen konstanter Anteil eine
Projektor-Spinstruktur besitzt, das Spektrum der Grundzustandsbaryonen in guter Uberein-
stimmung mit dem Experiment beschrieben werden kann. Die Aufspaltungen N — A, 3 — 3%,
= — Z* zwischen dem Dekuplett und dem Oktett, sowie die > — A-Differenz im Oktett werden
reproduziert. Das Modell I versagt diesbeziiglich im strange-Sektor.



Kapitel 1

Die 3-Fermionen
Bethe-Salpeter-Gleichung

In diesem Kapitel wollen wir mit Methoden der relativistischen Quantenfeldtheorie die Bethe-
Salpeter-Gleichung fiir ein aus drei Fermionen bestehendes, gebundenes System herleiten. Wir
folgen hierbei der Idee von Gell-Mann und Low [4], die zur Herleitung der 2-Teilchen-Bethe-
Salpeter-Gleichung die Bethe-Salpeter-Amplituden in Beziehung zum 2-Teilchen-Propagator (4-
Punkt-Greensfunktion)setzen. Eine ausfiihrliche Darstellung dieser Methode findet man z.B. in
dem Lehrbuch von Lurie [3].

In Analogie zu dieser Vorgehensweise gehen wir von der 6-Punkt Greensfunktion fiir drei Fer-
mionen aus, flir die aus der Stérungstheorie eine Integralgleichung hergeleitet werden kann.
Die Essenz der Methode besteht nun darin, aus der Polstruktur der Greenschen Funktion in der
N#he eines gebundenen Zustands simultan eine Integralgleichung (die Bethe-Salpeter-Gleichung
in Integralform) und die Normierungsbedingung fiir die Amplituden herzuleiten; dieses geschieht
durch eine Laurententwicklung der Greenschen Funktion am Pol des gebundenen Zustands.
Die Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung speziell fiir den Fall von drei Teilchen findet man
z. B. in dem Lehrbuch von D. Flamm und F. Schéberl [25], sowie in einer Arbeit von Y. To-
mozawa [14], der die Methoden aus [3] fiir drei Fermionen verallgemeinert. Weitere Grundlagen
zu diesem Kapitel sind in den Arbeiten von M. B6hm und R.F. Meyer [16, 17, 15] beschrieben.
Eine ganz allgemeine quantenfeldtheoretische Beschreibung gebundener Zustinde aus n Fermio-
nen durch Pole der n-Punkt-Greensfunktion kann man in dem Lehrbuch von S. Weinberg [18]
nachlesen. In der Vorgehensweise und Notation halten wir uns vornehmlich an die Arbeit von

C.R. Miinz [10].

1.1 Die Greensche Funktion fiir drei Fermionen

In der relativistischen Quantenfeldtheorie wird die Propagation dreier miteinander wechselwir-
kender Fermionen durch den Vakuumerwartungswert eines zeitgeordneten Produktes von je
drei Fermionfeldoperatoren im Heisenberg-Bild W und ¥ = Wi~® beschrieben; dieses ist die
Sechs-Punkt-Greensfunktion (3-Fermion-Propagtor):

Gt 5 (01, 005 2, 0, ) = — (O[T (1) (2 W2 () WL () W () W2 () 0)
(1.1)

Diese stellt die Wahrscheinlichkeitsamplitude dafiir dar, dafl drei Fermionen an den Raum-
Zeit-Punkten! z7, 2}, v} erzeugt werden und zu den Raum-Zeit-Punkten z1, x5, 3 propagieren.

1. o 1 .2 3
xz—(xnfﬁnl“nl“i)
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Hierbei ist T der Zeitordnungsoperator, der in folgender Weise auf die Fermionfeldoperatoren
U U wirkt:

T, (01) Vo (a)) = =T (]) Wy (21)
= UL(e) UL ()b — 21°) — UL (@) WL (e1)B()” — o). (1.2)

Die Indizes «, o/, 3, 3, v, sind Multi-Indizes fiir Spin-, Flavour-, und Colour-Komponenten der
Quarks ¢, die durch die Fermionfeldoperatoren beschrieben werden. Der Zustand |0) beschreibt
das physikalische Vakuum.

In der Stérungstheorie fiir n-Punkt-Greensfunktionen wird gezeigt, dafl G'(z1, z2, 3; 2/, %, 2%)
in der Form einer Stérungsreihe [3]

-1 = (="
Gy, x, w33 27, 2, 25) = - Z /d4y1 L dhyy,
O exp (=i f*2dt Hy(t)) 10)  i= K

<O T W, (1) U, (22) U, (23) W (1) 0T, (25) W3, (@) Hip (1) - - Hrp(yi)10)  (1.3)

geschrieben werden kann, wobei nun |0) das ungestérte Vakuum ist und Wr,, \Iljp, ij sowie 7:le
die Fermionfeldoperatoren, der Wechselwirkungs-Hamiltonoperator und der Wechselwirkungs-
Hamiltondichtoperator im Wechselwirkungsbild sind.

Der Vakuumerwartungswert auf der rechten Seite in (1.3) 1d8t sich mit dem Wickschen Theorem
berechnen und die Auswertung (z.B. im Fall der QED) von (1.3) zeigt, daB die Greensfunktion
simtliche verbundene Feynmangraphen? enthilt, die zur Wechselwirkung zwischen den drei
Fermionen beitragen (siehe Abb. 1.1). Fiir die Beschreibung eines gebundenen Zustands der

G =

Abbildung 1.1: Entwicklung der 6-Punkt-Greensfunktion nach Feynmangraphen (z.B. in der
QED). Die duBeren linien stellen freie 1-Teilchen Propagatoren dar.

drei Fermionen darf die Stérungsreihe (1.3) nicht abbrechen, denn Terme zu Feynmangraphen
héherer Ordnung kénnen die gleiche Gréfienordnung haben wie Terme niedriger Ordnung. Um
alle relevanten Terme zu beriicksichtigen, kann man die Stérungsreihe in Form einer inhomgenen
Integralgleichung schreiben, indem man die Reihenfolge der Summanden in geeigneter Weise
umarrangiert [1,4,3,25].

Dieses geschieht durch Klassifizierung sdmtlicher Summanden der Stérungsreihe nach reduziblen
und irreduziblen Anteilen (Beispiele fiir irreduzible Graphen sind in den Abbildungen 1.4 und
1.5 angegeben); die reduziblen Terme werden dann iterativ aus den irreduziblen erzeugt. Diese

% Alle Graphen mit unverbundenen Vakuumblasen werden aufgrund des Normierungsfaktors in (1.3) fortgelas-
sen.
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Iteration schreibt sich formal als Integralgleichung?:

AN AN AN
Gozoz’ BE! Ww’(xhx?vx&xhx%x?)) -

SlFozoz’(xlv xll) SZFﬁﬁ’(x% $/2) Sifww’(x?n $é)

_Z/d4 " d4 " d4 " d4 1" d4 1" d4 1" Sl ! ($17$1) 52 ﬁﬁ//($27x2) Sg,y,y ($37$g)

1" 1" m m m m m
I( allat g1 G 1 ///( T, $27 Tas & Loy, Ty ) Goz’”oz’ 813 A /( Ty 7$2 y Ty 7$17 $27 $3)

—3 Z /d4 " d4 " d4 " d4 " Ch aa“(xhxl) 51 ﬁﬁ“(w%wz)

zykl.Perm.
(123)

- / " " "
Kiwa“/ ﬁ”ﬁ/”(xlv vy 2y, 2% ) Gomar gy (2, 25, wa3 2, 2%, ).

(1.4)

Eine diagrammatische Darstellung der Integralgleichung (1.4) fiir die 3-Fermionen-Greensfunktion
ist in Abbildung 1.2 zu sehen.

X, X; X, X; X, X; X
—_— —_—
3 :
X, G X, w— X, X, X, X, K( ) X,
—_— ———" - 2 —
X, X, X, X, Xs X5 X,
—_— —_—
X, X; X
—— . (2
Z X, x| 1K X,
- 2 2
X, X5
zykl. Perm.
Xy, Xoy Xg

Abbildung 1.2: Die Integralgleichung fiir die 6-Punkt-Greensfunktion. K und K®) sind die
irreduziblen Kerne.

Gleichung (1.4) enthilt folgende Bestandteile:

o S (wi,at) = (O|TW (x;)W!,(2})]0) ist der volle Quarkpropagator fiir das i-te Quark.
Aufgrund der Translationsinvarianz der Theorie hingt der Feynmanpropagator St nur
von der translationsinvarianten Koordinatendifferenz x; — 2! ab, so daf fiir die Fourier-
transformierte gilt:

*Wir haben hier (und im folgenden) die Konvention gewihlt, dal iiber doppelt vorkommende Indizes a, 3, v
summiert wird.
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+
+
+

Abbildung 1.3: Stdrungsreihe fiir den vollen Quarkpropagator gemaf Gleichung (1.3)

o Kii), gpr(T1, was @y, @h) st der irreduzible 2-Fermionen-Wechselwirkungskern. Er enthilt
die Summe aller irreduziblen Fermion-Fermion-Wechselwirkungsdiagramme, welche nicht
durch Zerschneiden von nur zwei Fermionlinien zerlegt werden kénnen (siehe Abb. 1.4).

— - . o —eeo— oo

iK' = | o+ o+ o+ 4.

' '

[ 3
p.
[ 3

Abbildung 1.4: Der irreduzible 2-Teilchen-Wechselwirkungskern

. KSL, 5 4yt (T15 T2, T35 @), 25, %) ist der irreduzible 3-Fermionen-Wechselwirkungskern. Ent-
sprechend enthilt er alle irreduziblen 3-Fermion-Wechselwirkungsdiagramme, die nicht
durch zerschneiden von nur drei Fermionlinien zerlegt werden kénnen (siehe Abb. 1.5).

- K ==t — + —— + e+

Abbildung 1.5: Der irreduzible 3-Teilchen-Wechselwirkungskern

Um im folgenden die Terme fiir den irreduziblen 3-Fermionen-Wechselwirkungskern und den
irreduziblen 2-Fermionen-Wechselwirkungskern nicht explizit ausschreiben zu miissen, fassen
wir mit einem technischen Trick beide Kerne K2 und K®) formal zu einem Ausdruck K(23)
zusammen. Wir definieren

5P (s at) = / (3?54 emirite=) [sF ()] (1.6)

-1
wobei {SZF(pZ)} der inverse Propagator im Impulsraum ist mit

-1

S 0) [SE 0], = 80 (1.7)
Dann gilt:
[t S o) S0 = a2) = 0 6 — ), (1.9
Wir setzen nun (vergl. Abb. 1.6)

-(2,3) ol Y —
I(O[OZ/ BB ,Yy/($17$27$37$17$27$3) =
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-(3 AW AW -(2 RN 2t /
Kia)/ﬁﬁ/w/(ﬂﬁh9027963790179027903)‘|‘ Z Kéa)’ﬁﬁ’($17$27$17$2)5 34y (T3 = T3).
zykl.Perm.
[(1,2)(2,6)(3,7)]

(1.9)

1., 3 . — - @
KT = KT s N
— — — — zyk]I-.’ZF”grm. —.SF—l

3)

Abbildung 1.6: Zusammenfassung der irreduziblen Kerne K und K®) zu K33, Der aus-
gefiillte Kreis kennzeichnet einen inversen Propagator.

Mit diesem zusammengefaften Kern K(>?) schreibt sich dann Gleichung (1.4) wegen der Iden-
titdt (1.8) in der kompakteren Form (vergl. Abb. 1.7):

Gaa' B8e’ WW'($17 L2, T35 xllv $/27 $é) = Sfaa/($1, xll) SZFﬁﬁ’($27 $/2) Si’f‘ww’(x?)? $é)

. A4 0 g4 g4 o g4 i g4 g4 i oF " F " F "
—z/d vy dry dvy dvy’ d2y drg' Sy o021, 27) S5 gpn(T2, ¥5) S50 (23, 75)

-(2,3 " " ", " " " " ", 1 ! !
Ki';a)'“ g e w“w“’(wlv vy, w5 wy vy vy ) Gomar gmgr qma (€, 23 2375 2y, w5, 05).
(1.10)
X, X; X, X; X, X X
e S -
-G = —— - — K" G =
— - I
X, X, X, X, Xs X; X,
e —

Abbildung 1.7: Die Integralgleichung fiir die 6-Punkt-Greensfunktion mit formal zusammen-

gefafiten Kernen K

(2.3).

Die Integralgleichung (1.10) kann durch Anderung der Reihenfolge von STSEFSE und G auf
der rechten Seite in die dquivalente adjungierte Integralgleichung umgeschrieben werden (vergl.

Abb.1.8):

Gaa' B8e’ WW'($17 L2, T35 xllv $/27 $é) = Sfaa/($1, xll) SZFﬁﬁ’($27 $/2) Si’f‘ww’(x?)? $é)

: A4 1 g4 g4 1 g4 i g4 1 34 i /i " "
—z/d zy dwy dvsg &y dxy dxy Goar g 4y (21, T2, 33 27, 25, €3)

,(2 3) [/ N N BN /W 1) F "o F "1 F "1
I(OZ/;OZ/ ﬁ//ﬁ/ '7”’7/ ($17 $27 $37 xl 7$2 7$3 ) Sl a///a/($1 7$1) 52 ﬁ///ﬁ/(wz 7$2) 53 ’7///’7/($3 7$3).

(1.11)
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X, X; X, X; X, Xy X
Y —— e —

X, X, m— X, X, X, - K(2'3) X; X,
— a7 ‘ 5 I —————

X, X, X, X, X, X; X,
—_—— e ———

Abbildung 1.8: Die adjungierte Integralgleichung fiir die 6-Punkt-Greensfunktion.

Wir wollen nun mit Hilfe von (1.10) bzw. (1.11) die Bethe-Salpeter-Gleichung herleiten. Dazu ist
es einfacher, die Integralgleichung fiir die Greensfunktion in den Impulsraum zu transformieren.
Um die Schwerpunktskoordinate abseparieren zu kénnen, fithren wir zundchst folgende Jacobi-
Koordinaten ein:

1 1
XE§($1—|-$2—|-$3) , E=wy—ax9, = §(x1+x2—2x3). (1.12)
Die dazu kanonisch konjugierten Impulse sind
1 1
P=pitpztps, pe=g5pr—p2), p=g01tpz—2ps), (1.13)
wobei P den Gesamt-4er-Impuls des Systems beschreibt. Fiir gleiche Zeiten 2¢ = 29 = 29

entsprechen )?, gund i im nichtrelativistischen Grenzfall den Schwerpunkts- und Relativkoor-
dinaten eines Systems von drei Teilchen gleicher Masse.

Fiir unser Problem ist jedoch die Wahl dieser Koordinaten (auch bei ungleichen Massen)
willkiirlich, und bis auf den Gesamt-4er-Impuls P haben diese Koordinaten im allgemeinen
keine direkte physikalische Bedeutung.

Die Inversen der Transformationen (1.12) und (1.13) lauten

1 1 1 1 2
= X4 Z =X - - — =X - — 1.14
a1 +2€+ 3777 T2 25"’ 3777 T3 377 ( )
und 1 1 1 1 1
=P - =—P— — =—-P—p,. 1.1
p=gPapetop,  m=gPopetop,  m=gPopy (1.15)
Fiir die Koordinaten gilt dann
P1%1 + pay + p3rz = PX + pel +pyn s (1.16)

und die Jacobi-Determinanten der Transformationen (1.12) und (1.13) und deren Inversen sind
gleich Eins:

(X o(P.
‘ (X.6m) |_ ‘ (Popespn) | _ | (1.17)
8($17$27$3) 8(1)17]’27?3)
Aufgrund der Raum-Zeit-Translationsinvarianz von G und K(2) diirfen diese nur von transla-

tionsinvarianten Koordinaten abhingen, also von &, 1, &', ' und X — X',
Wir definieren daher die Fouriertransformierte von G durch

G($17 L2, X33 xllv $/27 $é) = G(X - X/7€7 7775/7 77/)

/
- d'P e~ P(X=X") d'pe  d'p, o~ PEE o= iPn d4p£ d4p;7 etPe€ vy’
(2m) (2m)* (2m)? (2m)* (2m)?

X G(P7pf7p777p/§7p;7) (118)
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und entsprechend diejenige von K (23) durch

1(7(2’3)(9617 g, T3 Y, T, 13) = K® (X = X" &n, &)

/ /
d'P e~ P(X=X") dpe  dp, o~ Pl o= ipn7 d4p£ d4p77 etpe€ gy’
(2m)* (2m)* (2m)* (2m)* (2m)*

X K(z’?’)(P7 pg,pmpé,pg). (1.19)

Schlieflich definieren wir fiir eine kompaktere Schreibweise noch das Produkt der inversen 1-
Teilchen-Propagatoren im Impulsraum:

loor ppr WW’(Pv p&pmp/&p%) = (277)8 5@ (pf - P/g)5(4)(1)77 - p%)

-1 -1

Jsrde—per to] [srde -] 0

1 1
X [Sf(—Perg +-p )]
3 27" g 3 !

o

Mit diesen Definitionen und den Eigenschaften der Jacobi-Koordinaten (1.16) und (1.17) erhilt
man aus (1.10) die Integralgleichung fiir die Greensfunktion im Impulsraum:

/ dpf  dp]

"o c1(2,3 "o 0o
(277)4 (277)4 (I(Pvp&pmpgvpn) —I_ZK( )(Pvp&pmpgvpn)) G(Pvpgvpmpgvpn)

= 1(2m)* 6 (pe = pp)6W(py - p}))  (1.21)

mit Toor a7 4y = 0nar0s3:0, . Entsprechend bekommen wir aus (1.11) die adjungierte Integral-
gleichung im Impulsraum:

/ Ay dp))

e el / c1(2,3 e /
(277)4 (277)4 G(P7pf7p777p§7p77) (I(P7p§7p777p§7p77) + ZI(( )(P7p§7p777p§7p77))

= 1(2m)* 6 (pe — p)6W (p, - p})).  (1.22)

Zum Abschlufl dieses Abschnitts geben wir noch die explizite Form des aus den irreduziblen
2-Fermionen- und 3-Fermionen-Wechselwirkungskernen K() und K®) zusammenengesetzten
Kernes K (33 im Impulsraum an. Dazu definieren wir zunichst zwei zu Pe;, = pe und py, =
Py dquivalente Sitze von Relativimpulsen, die aus diesen durch zyklische Permutationen der
Teilchenindizes hervorgehen:

(p; — P& — 2ps) fiir(ijk) = (123) und (231). (1.23)

pe, = 5(pj—Pr)y, Py =

N | —
W =

Der bisherige Satz (1.13) entspricht (ijk) = (312), und die neuen Relativimpulse gehen aus
diesen durch eine lineare Transformation mit Determinante Eins hervor:

pe \ [ pes \ —% —% pe, | _% % e,
(p”)_(p%)_( 1 —%)(pm)_(—1 _%)(pm))- (1.24)

Zur Definition der Fouriertransformierten des 2-Fermionen-Kernes K(z)(xj, Tk, x;«, z), der die
Wechselwirkung zwischen den Teilchen j und £ beschreibt, fiihren wir fiir die Koordinaten z;
und zj die 2-Teilchen-Koordinaten

2)

XZ»(Q) = —(z; + 1), xf =2; —xp mit (¢jk) = zykl. Perm. von (123) (1.25)

N | —
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ein. Die hierzu kanonisch konjugierten Impulse sind:

(2) —

9
P =pitpe=gP . = (pj — pr) = pg (1.26)

N | —

PZ»(Z) ist also der Gesamtimpuls der zwei Teilchen j und k. Wieder die Translationsinvarianz aus-
nutzend wird die Fouriertransformierte fiir den irreduziblen 2-Fermionen-Wechselwirkungskern

K@ (j, k) durch

KO (a2, o) = KOXP = x5 1)

dP? ey [ AP dpP e e oo @) )
E/ ert ¢ e )/(%)4 @2m)* € s e KO T pi)
(1.27)

definiert. Mit der Fouriertransformierten (1.19) von K22 und Gleichung (1.9) finden wir dann:

-(2,3) AN
I(ozlozll agah azor (P7 pf7p777p§7p77) =

~(3) ’o
I(alall OZQOlé Olsag (P7pf7p777p£7p77)

(2 2 1 -t
+ > kY, oot (5P + Pois Peis D) [Sf(gp - pm)] 2m) W (i — i)
(isk)= ! —_—

(123),(231),(312) =p;

(1.28)

1.2 Gebundene qqq-Zustinde als Pole der Greenschen Funktion

Wir wollen nun den Anteil gebundener 3-Quark-Zustinde an der Greenschen Funktion be-
stimmen. Wie in der relativistischen Quantenfeldtheorie {iblich, identifizieren wir gebundene
Zustinde und Resonanzen der Masse M mit Polen der Greensfunktion G als Funktion des
invarianten Quadrates des Gesamtimpulses P an der Stelle P? = M?. Mit Hilfe einer Laurent-
enwicklung um einen solchen Pol wird es uns méglich sein,

simultan

e eine homogene Integralgleichung fiir die Amplitude herzuleiten, welche den gebundenen
Zustand beschreiben soll - diese Amplitude ist die sogenannte Bethe-Salpeter-Amplitude,

e die Normierung dieser Amplitude festzulegen (Normierungsbedingung).

Die 6-Punkt-Greensfunktion (1.1) beschreibt ganz allgemein die Propagation dreier miteinander
wechselwirkender Fermionen. Dabei ist noch nicht festgelegt, ob die Propagation {iber Streu-
zustdnde oder iiber die Bildung eines gebundenen Zustands erfolgt. Ebenso kann das einzelne
der Propagation sind in G enthalten. Letzteres wird durch die Zeitordnung bestimmt.

Um die Propagation eines Baryons, also eines vorwirts in der Zeit propagierenden qqq-Zustandes
positiver Energie zu beschreiben, betrachten wir nur den Anteil von G mit der Zeitordnung

0 .0 .0 /0 0 0 . .
x], Ty, x5 > '], 2y, 2’5, der proportional ist zu

. 0 70 70
00 00 00 0N _ [ fiir 29,29, 29 > 2’7, 2’5, 2
O(mln(wl,xz,%)—max(xl,xQ,x:))) =10 t17 23 L2t 3 (1.29)
sons
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also:

AN AN AN
Gozoz’ BE! Ww’($17$27$37$17$27$3) -

—(O|7 (W] (1) W () W2 (wa) ) T (WL (w}) W (25) T2, (5)) 10)

x 0 (min (9, 29, 28) — max ('), 25, 273) )

+Terme von anderen Zeitordnungen. (1.30)
Im folgenden bezeichne |P) den Zustandsvektor? eines gebundenen gqg-Systems mit
e der-Impuls P = (wp, P)
o Masse M = VP?

e Energie wp = +/|P|2 4+ M2,

Um nun aus (1.30) den Anteil gebundener ggg¢-Zustinde zu extrahieren, schieben wir einen
vollstdndigen Satz gebundener Zwischenzustinde |P) mit Masse M ein und erhalten:

WA AN A
Gozoz’ BE! Ww’($17$27$37$17$27$3) -

[ ot OUTW W3 220 )| ) PI9350

x 0 (min(29, 23, 8) — max ('}, 25, '3) )

+Terme, die nicht von gebundenen qqq-Zustidnden der Masse M herriihren. (1.31)
Die Zwischenzustinde |P) sind dabei entsprechend der Gleichung
(P|P"y = (21)*2 wp 6B (P — P') (1.32)

lorentzinvariant normiert.
Wir definieren nun die 3-Fermionen-Bethe-Salpeter- A mplitude fiir den gebundenen Zustand

| P) als )
XP apy(T1,T2,73) = <0|T\Iliy(x1)\ll%(x2)\lli(x3)|P> (1.33)

und die adjungierte Bethe-Salpeter-Amplitude als
XP oy (T1, 22, 73) = <]5|T\Il;,(w’l)ql%,(xlz)ilil(xg)|0> (1.34)

Nach (1.31) kénnen wir dann im Ortsraum den Anteil gebundener Zustande an der Greensfunk-
tion durch die Salpeter-Amplituden x5 und Yp darstellen:

Loy
Gozoz’ B! Ww’($17$27$37$17$27$3) -

*Das Baryon als gebundener qqq-Zustand ist natiirlich nicht nur durch seine Masse M und den 4er-Impuls
P sperifiziert, sondern besitzt noch die Quantenzahlen Spin (Gesamtdrehimpuls) und Paritidt J7™, sowie die Fla-
vourquantenzahlen Isospin 7' und Strangenes S*, die wir zusammenfassen in A = (J7, T, 5*). Der Zustandsvektor
eines gebundenen qqq-Systems ist also eigentlich bezeichnet durch |P, A). Fiir die Diskussion an dieser Stelle sind
die Quantenzahlen allerdings unerheblich und werden nicht kenntlich gemacht.
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d3P Y ! ! !
- / m Xp aﬁw(xlv T2, $3) Xp a/ﬁlﬁl(xh Tq, 933)

x 0 (min(29, 23, 8) — max ('}, 25, '3) )

+Terme, die nicht von gebundenen qqq-Zustidnden der Masse M herriihren. (1.35)

Dieser Zusammenhang soll nun im Impulsraum formuliert werden. Dazu separieren wir zunichst
- wie im Anhang A.1 dargestellt - die Schwerpunktskoordinate X ab, um Bethe-Salpeter-
Amplituden zu erhalten, die nur noch von den Relativkoordinaten £ und 7 abhdngen (siehe

Gleichungen A.5 bis A.8):

XpP aﬁw($17 T2, $3) = e_iXPXP aﬁw(fv 77) 3 XP a’ﬁ’w’(xllv $/27 $é) = er PXP ol By ’(5/7 77/)
(1.36)
mit
1
\papnE) = QOITWL(GE+ Sn)v <—55+ ) P)
_ — = 1 _
Xpapy(€5n) = <P|T‘I’i/(§fl+ 577/)‘1’%'(—55/4- 577/)‘1%'(577/)|0>- (1.37)

Fiir diese ’schwerpunktseparierten’ Bethe-Salpeter-Amplituden definieren wir die Fouriertrans-
formierten durch

d4p d4p —1 —
o€ = [ G oy P NP ol (139
7 d A
Xp a’ﬁ’w’(€/7n/) = / (27‘_)54 (277;74 ep‘ff p" XP alBly /(])é,])%) (139)

Der Zusammenhang zwischen der Greensfunktion G und den Bethe-Salpeter-Amplituden im
Impulsraum wird ausfiihrlich im Anhang A.4 hergeleitet. Es zeigt sich, dafl gerade die Funktion
6 in den Zeitvariablen fiir einen gebundenen Zustand P? — M? (oder P° — wp) zu einem Pol
der Greensfunktion G(P, pe, py, pg, pi) fiihrt:

—i XP apy(Pes Po)XP arpry (P D)
2wp PO —wp +ie

Goal 38 ' (P De, Py Des 1) =

+ regulire Terme fiir P° — wp. (1.40)
Gleichung (1.40) kann durch eine einfache Rechnung auch in die kovariante Form

XP aﬁw(pf pﬁ)XP alBl~! (pgvpn)
P2 — M? 4 e

Goat 5t v (P Des Py Dy Ply)

+ regulire Terme fiir P* — M? (1.41)

umgeschrieben werden.
Wir fassen zusammen:

e Ein gebundener Zustand des qqq-Systems fiithrt in der Greenschen Funktion G im Im-
pulsraum zu einem Pol erster Ordnung in der Variablen P° an der Stelle P° = wp (bzw.
kovariant in der Variablen P? an der Stelle P? = M?).
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lim — i

Abbildung 1.9: Polbeitrige eines gebundenen Zustandes der Masse M zur 3-Fermionen-
Greensfunktion und die Bedeutung der Salpeter-Amplituden.

e Das Residuum von G am Pol P2 = M2

;g _ . 2 2 ;o
Res|p2onz G(P, pe, pyy Pl Py) = P21g1nM2 (P” — M*) G(P, pe, pys Pe» P)
= —ixp(pe, py) Xp (DY) (1.42)

ist gerade das Produkt® der Bethe-Salpeter-Amplitude mit der adjungierten Bethe-Salpeter-
Amplitude. Das bedeutet, daff auf der Massenschale des gebundenen Zustands (= Pol der

Greensfunktion) die Abhéngigkeit von den Relativimpulsen pg, p, und p’g,p;7 separiert

(siche Abbildung 1.9). Diesen Sachverhalt werden wir im néchsten Abschnitt ausnutzen,

um aus der inhomogenen Integralgleichung (1.4) fiir die Greensfunktion eine homogene

Integralgleichung fiir die Bethe-Salpeter-Amplituden zu bestimmen.

1.3 Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung und der Normie-
rungsbedingung

In diesem Abschnitt werden wir aus der analytischen Struktur der Greensfunktion ' (als Funk-
tion von PY) an ihren Polen und der Integralgleichung fiir G simultan die Gleichung fiir die
Bethe-Salpeter-Amplituden (Bethe-Salpeter-Gleichung) und die Normierung der Amplituden
(Normierungsbedingung) herleiten. Die hier verwendete Methode stammt urspriinglich von Pe-
try [10] und wurde in der Arbeit von Miinz [10] zur Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung
und Normierungsbedingung fiir Mesonen (¢q) verwendet.

Im Absschnitt 1.1 haben wir die Integralgleichung (1.21) und die adjungierte Integralgleichung
(1.22) fiir die 6-Punkt-Greensfunktion im Impulsraum présentiert. Wir kénnen die Gleichungen
(1.21) und (1.22) als Operatorgleichungen auffassen und definieren daher fiir eine kompaktere
Notation das Operatorprodukt

PG Ploar 5t oy (Pes Do s D7)
_ /d“Pé’ d'p;
-~ @em)t (2n)

wobei wir uns die Operatoren parametrisch von dem 4er-Vektor P abhidngig denken.
Mit

Iozoz” 88" " (]D7 p& p777 pg7 p%/)Goz”oz’ 8"B! ,y//,y/(]j7 pg7 p%/7 pé’ p%) s (144)

Loor pgr 4y (P@Pmp/@p%) = (277)8 5@ (pe — plg) 5@ (py — p%)‘saa"sﬁﬁ"sw’ (1.45)
schreibt sich dann die Integralgleichung (1.21) fiir die Greensfunktion G'p, sowie die dazu ad-
jungierte Integralgleichung (1.22) in der kompakten Form

(Ip+iKPNGp =1,  Gp(Ip+iK¥Y)=1. (1.46)

SWir verwenden die Notation

[XP(P&PW) XP(P/@P:;)] aal BB ! =Xp aﬁy(P&Pn)XP a’ﬁ’w’(pf&p:])' (143)



1.3. Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung und der Normierungsbedingung 15

Wir fassen nun noch die Summe des inversen freien® gqg-Quarkpropagators Ip und der zusam-

mengefafiten irreduziblen Wechselwirkungskerne K](DZ’S) zu dem Pseudo-Hamiltonoperator Hp
zZusammen
Hp = (Ip +iK$?) | (1.47)

der wie G'p parametrisch vom 4er-Impuls P abhéngt. Die Gleichung fiir die Greensfunktion
lautet damit
HpGp=1 (1.48)

und die adjungierte Gleichung
GpHp=1. (1.49)

1.3.1 Laurententwicklung der Greensfunktion

Um nun die Bethe-Salpeter-Gleichung fiir die Bethe-Salpeter-Amplituden und ihre Normie-
rungsbedingung zu erhalten, nutzen wir die analytische Struktur der Greensfunktion G'p als
Funktion von PV aus:

o Wir entwickeln die Greensche Funktion G'p in der Variablen P° um wp = 1/|P?| + M?
(Laurententwicklung).
Mit dem Endresultat (1.40) im Abschnitt 1.2 erhalten wir folgende Entwicklung von G'p
beginnend mit der Ordnung (P° —wp)™':

—2 Xp XP o 0 0
- Pr = P’ —wp) . 1.

CP = 5r P —wpiic T 3P0 [( “P)GP]POZWP + O(F" —wp) (1.50)

Zu bemerken ist hier, dal die P°-Abhiingigkeit im Term der Ordnung (P° — wp)~!

tatsdchlich nur im Nenner steht, da die Bethe-Salpeter-Amplituden xp und xp nicht
von PY abhiingig sind; man beachte die Notation P = (wp, P), P = (P, P).

e Wir entwickeln ebenfalls den Pseudo-Hamiltonoperator Hp als Funktion von P° in eine

Potenzreihe um wp = 1/|P|? + M? (Taylorentwicklung) unter der Annahme, daf Hp

analytisch ist:

J
Hp:Hp + —Hp

9 PO (P’ —wp) + O((P° —wp)?) (1.51)

POZWP

Die Entwicklungen (1.50) und (1.51) werden in die Integralgleichung (1.48) HpGp = 1 einge-
setzt und wir erhalten:

Xp XP
(2wp) P° —wp + 1€

—i Hp

Ordnung —1
0 0 .0 Xp Xp 0
TP 55 P _“P)Gp}po:w ~ igpllr oy 20p O —wr)
Ordnungen > 1

Ordnung 0
= \]L/ . (1.52)
Ordnung 0

Der Vergleich der Koeffizienten zu den verschiedenen Ordnungen in der Entwicklung (1.52)
liefert uns nun simultan die Bethe-Salpeter-Gleichung und die Normierungsbedingung:

SMit *frei’ ist hier gemeint, daB zwischen den einzelnen Fermionen keine Wechselwirkung stattfindet, d.h. Ip
ist immer noch Produkt der vollen inversen Einteilchenpropagatoren.
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e Die Ordnung (P° — wp)~! fiihrt auf die Bethe-Salpeter-Gleichung.

e Die Ordnung (PY — wp)? liefert die Normierungsbedingung.

1.3.2 Die Bethe-Salpeter-Gleichung

Aus dem Koeffizientenvergleich fiir die Ordnung (P° — wp)~! resultiert zunfichst
Hpxp Xp =0, (1.53)
oder voll ausgeschrieben

/ dpf  dp]

(2m)* (2m)*

Haa” 88" lel(p7p£,pmpg,p;7/))(p all Byt (plgl7p;7/) XP ol By (pép%) =0. (154)

Wir kénnen nun den Sachverhalt ausnutzen, dafl auf der Massenschale die Abhdngigkeit von den
Relativimpulsen separiert. Der Operator Hp wirkt hier ndmlich nur auf xp, so dafl schliefilich

nach Abspaltung von xp gilt
Hy xp=0. (1.55)

Hier ist das Operatorprodukt analog zu (1.44) definiert als

d4p£ d4p77

[HP Xp]ozﬁW (pfvpn) = / (277) (277) Hoor ' BB ! (P De, p777pf7p77) XP o'piy! (pf7p77) (156)

Dieses ist die gesuchte Gleichung fiir die Amplitude yp, die Bethe-Salpeter-Gleichung.
Ausgeschrieben lautet diese homogene Integralgleichung im Impulsraum

XpP aﬁw(p&pn) =

1- 1 1 1 1 _

Saa (3P +pe+ §pn)SQFﬁﬁ/(§P —pe+ 5p)ST (5P = p)
dh.  dhy
X (—1) / e d,

(2m)* (2m)*

/ ”ﬁﬁ” ' //(P,pg7pmp/£,p;7) Xp a//ﬁ/w//(pé,p%)

_ 1
P —pe + 51’77)

1~ 1 1
+ Slaar (3P +pe + —pn>SzFﬁﬁ/<§

dp! _
X( ) / f I( / ”ﬁﬁ//( P‘|’pn7p£7p/§)X]5 Oz”ﬁ”’)/(p/f7p77)

(27)*

1= 1 1=
+ SlFozoz’(gp —I_pf + §p77)sifww’(_P - pﬁ)

3

LAY .
X(—l)/ ¢ I(OZIOZ”W/W”( P‘|‘Pn27P£27P/52)XPa//ﬁw“(p/gzvpn?)

(2m)
1~ 1 1~
+ SQFﬁﬁ/(gp - Pe T+ _Pn)S:fww'(gp - pﬁ)
X (=) i et <P+ XD apro (Pers Po) (1.57)
(2 ) ﬁﬁ” o~ Pn1y PeLy Pe1) X P aptiy\Pe1s Pr1)- :

Eine diagrammatische Darstellung dieser homogenen Integralgleichung ist in Abbildung (1.10)
gegeben.
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= ——-iK =X
e - ...,

+ 3 —— KX
zykl. Perm.
123

Abbildung 1.10: Diagrammatische Darstellung der Bethe-Salpeter-Gleichung

Wenn entsprechend die Entwicklungen (1.50) und (1.51) in die adjungierte Integralgleichung
(1.49) GpHp = 1 eingesetzt werden, erhdlt man in analoger Weise die adjungierte Bethe-
Salpeter-Gleichung fiir die adjungierte Amplitude yp

xXp Hp =10 (1.58)
mit dem Operatorprodukt

dp;  dY,

[Xp Hplog, (e py) = / @n)t 2ot XP gy (s D) Hava g1 v (P Dy Pl ey py) - (1.59)

(23)

— [AK ——

Abbildung 1.11: Die adjungierte Bethe-Salpeter-Gleichung mit formal zusammengefafiten
Kernen K23,

1.3.3 Die Normierungsbedingung

Aus dem Koeffizientenvergleich in (1.52) fiir die 0. Ordnung folgt

d

.0 p Xp

Po=wp 8P0 Po=wp QWP

Multipliziert man nun von links mit der adjungierten Amplitude yp, so verschwindet wegen
der adjungierten Bethe-Salpeter-Gleichung yp Hp = 0 der erste Term und wir bekommen die
Normierungsbedingung

_ 0
Xp gpotlr

Xp =1 2wp. (1.61)

POZWP
Fiihren wir das Produkt explizit aus, so schreibt sich die Normierungsbedingung (1.61):
/ Y, / ¢ dp;
(

oryt 2m)t J (2m)t (2m)

_ 0 .
XP o'/~ (p/£7p;7) ﬁ [Hoz'oz” el W'w”(P7 pévp%7p2/7pg)}P0:wP XP a/gliyt (plflvp%/) =i2wp
(1.62)
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2,3)

Hopon i o (P Dl vy L 1) = |1+ K (Pypgs o v, py) - (1.63)

OZ/OZ// ﬁ/ﬁ// ’7/’7//

Die Normierungsbedingung ist in Abbildung 1.12 diagrammatisch dargestellt. Sie ist zwar nicht

LRI (E=rS TR

Abbildung 1.12: Die Normierungsbedingung fiir die Bethe-Salpeter-Amplituden

explizit lorentzkovariant, gilt jedoch in dieser Form in einem beliebigen Bezugssystem, da sich
beide Seiten der Gleichung (1.61) wie die Zeitkomponente eines 4der-Vektors transformieren.
Gleichung (1.61) 148t sich aber in eine dquivalente explizit kovariante Form umschreiben:

0
Hp xp =1 2M? (1.64)

- pu
Xp opPH Po=wp

Wir haben somit folgendes erreicht:

e Mit der Bethe-Salpeter-Gleichung (1.57) haben wir nun eine formal kovariante, homogene
Integralgleichung fiir 8 x8x 8 - komponentige Funktionen in den acht Variablen (pg7 Pe) und
(P, Py) gefunden. Sie ist von den vier Parametern (P°, P) abhiingig. Fiir einen gegebenen
Propagator S¥ und gegebenen irreduziblen Wechselwirkungskernen K () und K®) liefert

die Losung dieser Gleichung die Bethe-Salpeter-Amplitude yp und Massen P? = M? fiir
ein gebundenes System aus drei Fermionen (Quarks).

e Durch die Normierungsbedingung (1.61) wird zusétzlich eine Randbedingungen an die
Losungen dieser homogenen Integralgleichung gestellt. Randbedingungen dieser Art sind
notwendig, um ein diskretes Spektrum P? = M? fiir die gebundenen Zustéinde zu erhalten.



Kapitel 2

Die instantane Naherung und die
Salpeter-Gleichung

Die exakte Losung der allgemeinen Bethe-Salpeter-Gleichung fiir hadronische Bindungszustédnde
ist im Rahmen der QCD nicht m&glich:

e Der Quarkpropagator ST ist keine bekannte Funktion in der QCD. Um die Bethe-Salpeter-
Gleichung exakt zu losen, miifite man zunédchst die Dyson-Schwinger-Gleichung fiir den
1-Teilchen-Propagator in der QCD l&sen.

e Ebenso wie S sind auch die Wechselwirkungskerne K() und K©®) (als Summen von
unendlich vielen Feynman-Graphen) unbekannte Funktionen. Sie miissen z.B. das Con-
finement der Quarks in einem Hadron realisieren; jedoch ist innerhalb der QCD die
Confinement-Wechselwirkung zwischen den Quarks bis heute nicht richtig verstanden.

Dariiberhinaus tritt allgemein (nicht nur in der QCD) ein weiteres Problem in der Bethe-
Salpeter-Gleichung auf:

Im Gegensatz zur nichtrelativistischen Schrédinger-Gleichung enthilt die Bethe-Salpeter-Am-
plitude xp(&,n) die relativen Zeit-Variablen ¢ und 7%, die dazu fithren, dafi im Impulsraum
die Amplitude xp(pe, py) eine Funktion der Relativenergien pg und pg ist. Diese Abhéangig-
keit von den Relativenergien hat im allgemeinen eine komplizierte analytische Struktur der
Bethe-Salpeter-Gleichung und damit prinzipielle und technische Probleme bei der Lésung die-
ser achtdimensionalen Gleichung zur Folge. Es gibt nur sehr wenige Beispiele, in denen die
Bethe-Salpeter-Gleichung exakt gelést werden kann. Das wohl bekannteste Beispiel im Fall der
2-Teilchen-Bethe-Salpeter-Gleichung ist das Modell von Wick [7] und Cutkosky [8], in dem zwei
skalare Teilchen durch den Austausch eines masselosen skalaren Teilchens in Leiterndherung
wechselwirken: In diesem Modell ist die Polstruktur so einfach, dafl eine Wick-Rotation in der
komplexen Ebene der Relativenergie ausgefiihrt werden kann.

Wir werden deshalb in dieser Arbeit nicht die volle Bethe-Salpeter-Gleichung zur Beschreibung
gebundener 3-Quark-Zustinde verwenden. Stattdessen umgehen wir wie in dem relativistischen
Mesonmodell von Miinz und Resag [10,11] durch folgende N&herungen die oben genannten
Probleme:

o Wir ersetzen den vollen Quarkpropagator durch den freien 1-Fermion-Propagator und
fithren damit in unser Modell effektive Konstituenten-Quarkmassen als Modellparameter
ein. Diese Ndherung entspricht dem Bild eines Hadrons als ein aus Konstituenten beste-
hendes, gebundenes System, analog zum nichtrelativistischen Quarkmodell.

e Wir vernachldssigen Retardierungseffekte in der Wechselwirkung, d.h. wir nehmen an, daf§
im Ruhesystem des Baryons die Wechselwirkungskerne unabhédngig von den Relativener-

19
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gien pg und pg sind (instantane N&herung), so daff die Kerne formal als Potentiale
geschrieben werden kénnen.

Wir tragen hiermit der Tatsache Rechnung, dafi der dynamische Ursprung des Confine-
ments in der QCD unverstanden ist. Stattdessen kénnen wir nun versuchen, durch einen
geeigneten Potentialansatz das Confinement zu parametrisieren. Im nichtrelativistischen
Quarkmodell [21,22] liefern solche (z.B. linearen oder quadratischen) Potentialansitze fiir
das Confinement eine realistische Beschreibung des Baryonen- und Mesonen-Spektrums.
Auch QCD-Gitterrechnungen motivieren die Parametisierung des Confinements mittels li-
near ansteigender Potentiale. IEs hat zwar auch Versuche gegeben solche Potentialansitze
fiir vier Dimensionen zu verallgemeinern, jedoch liefern diese Ansitze kein diskretes Spek-
trum [9].

Bei der Berechnung von Meson-Spektren und elektromagnetischer Figenschaften von Mesonen
im Bethe-Salpeter-Formalismus [10,11] lieferte dieses Konzept sehr gute Resultate, so daf§ auch
in unserem Baryon-Modell ein solcher Ansatz adiquate Ergebnisse zu liefern verspricht.
Unabhéngig von diesem Konzept werden wir zur weiteren Vereinfachung des Problems den irre-
duziblen 2-Teilchen-Wechselwirkungskern K (2) vernachlissigen. Ausgangspunkt fiir die weitere
Vorgehensweise ist somit eine zur Meson-Bethe-Salpeter-Gleichung des Modells [10,11] ganz ana-
loge Baryon-Bethe-Salpeter-Gleichung, die statt der freien Quark- und Antiquarkpropagatoren
drei freie Quarkpropagatoren und statt des irreduziblen Fermion-Antifermion-Wechselwirkungs-
kerns den irreduziblen 3-Fermionen-Wechselwirkungskern enthilt.

Diese drei Ndherungen stellen nicht nur in konzeptioneller Weise Vereinfachungen dar, sondern
sie haben ebenfalls zur Folge, daf sich die Bethe-Salpeter-Gleichung technisch stark vereinfacht.
Es wird sich ndmlich zeigen, daf§

1. mit der instantanen Niherung die pg,pg—Abhéngigkeit der Bethe-Salpeter-Gleichung im
Ruhesystem vollstdndig eliminiert werden kann: Wir erhalten die sechs-dimensionale Re-
duktion der 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung - die (volle) Salpeter-Gleichung.

2. die instantane Ndherung zu einer Projektorstruktur in der Salpeter-Gleichung fiihrt, die
die Zahl der unabhingigen Funktionen zur Beschreibung des Baryonzustandes stark re-
duziert.

2.1 Herleitung der Salpeter-Gleichung

2.1.1 Naherungen fiir das Quarkmodell

eVernachlassigung des irreduziblen 2-Quark-Wechselwirkungskerns
In dem Modell, das wir in dieser Arbeit beschreiben, wird der irreduzible 2-Teilchen-Wechsel-
wirkungskern vernachlissigt, d.h. wir setzen:

K® =9, (2.1)

Dieses geschieht in erster Linie, um das Problem zu vereinfachen. Dariiberhinaus spielt bei Wech-
selwirkungen zweier Quarks ¢ und j , die durch K(Q)(i,j) beschrieben werden, das dritte Quark
k die Rolle des ’Zuschauers’ (mit (z,j,k)=zykl. Permutation von (1,2,3)). Die Greensfunktion
erhilt durch K2 daher Anteile, welche Zustiinde beschreiben, in denen das 3-Quark-System
in das freie Quark k (auf der Massenschale) und einen Bindungszustand aus den Quarks i
und j separiert. Das widerspricht der Confinement-Hypothese. Mit K = 0 werden aller-
dings nicht nur diese Anteile der Greensfunktion fortgelassen, die in einen zusammenhingen-
den 2-Fermionen-Propagator und einen Ein-Fermion-Propagator zerfallen, sondern auch Anteile
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des zusammenhdngenden 3-Fermionen-Propagators, die fiir die Realisierung des Confinements
durchaus wichtig sein kénnten. Die Ndherung (2.1) ist also eher technisch als physikalisch mo-
tiviert.

Ausgangspunkt fiir unser Baryonmodell ist damit die 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung
(1.57) unter Vernachlissigung von K(3):

XpP aﬁw(p&pn) =
1- 1
SlFozoz’(gp—l_pf + §p77)52Fﬁﬁ'(

“(-i) | v d%, @)

D / / / /
@r)1 )3 Novar g1y (B Pes P P P) Xp o (P P))-

(2.2)

eDie instantane Naherung

In der instantanen N&herung vernachlissigen wir im Ruhesystem des gebundenen 3-Quark-
Zustandes mit 4er-Gesamtimpuls P = (M, 6) die Abhdngigkeit von den Relativenergien pg und
pg im 3-Quark-Bethe-Salpeter-Wechselwirkungskern:

KO P, pes p 6 2) lpar iy = V (Pes P e 7)- (2:3)

Um eine kovariante Formulierung fiir die Salpeter-Gleichung zu erhalten, kénnen wir (2.3) auch
kovariant schreiben [10,11,6]:

Dazu definieren wir die Komponenten der Relativimpulse p¢ und p, senkrecht und parallel zum
4er-Impuls P des gebundenen Zustands:

_ Ppe _ . Ppe g _ Pp, . Pp
PP = e PelP =PeT P, pyp= Jpz PP =PiT P.o(24)

Dann kann der Wechselwirkungskern in instantaner Néherung in einem beliebigen Bezugssystem
(d.h. fiir beliebiges P = (wp, P) ) geschrieben werden als

KO(P, pe, py, s Py) = V(PeLps PrLprPerLps Py L) - (2.5)
Im Ruhesystem P = (M, 0) gilt dann

0 = 0 -
Peyp=md) = Pe»  Perpoud = (0P s Poypaud) =Pos Porpoud = (0:5,) 5 (2.6)

und aus (2.5) folgt damit (2.3).

Die kovariante Formulierung gestattet, die Salpeter-Gleichung im Ruhesystem P = (M, 6) zu
l6sen und die Lésung xp in einem beliebigen Bezugssystem mit P = (wp,ﬁ) durch eine pas-
sende Transformation (Boost) aus Xp=(m.3) 21 bestimmen.

eFreie Quarkpropagatoren
Wir nihern die vollen Quarkpropagatoren ST durch freie Propagatoren, also:

@

2.7)

Hiebei sind die Massen m;, © = 1, 2, 3 die effektiven Konstituenten-Quark-Massen, die an dieser
Stelle als Parameter des Modells eingefiihrt werden.
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2.1.2 Die Salpeter-Gleichung und ihr Lésungsraum

Mit einem instantanen Wechselwirkungskern und freien Quarkpropagatoren sind wir nun in
der Lage, im Ruhesystem des gebundenen Zustands der Masse M die pg—und pg—lntegration in
der Bethe-Salpeter-Gleichung (2.2) analytisch auszufithren und mit Hilfe des Residuensatzes
die pg—und pg—Abhéngigkeit vollstdndig zu eliminieren. Wie im Anhang B.1 ausfiihrlich dar-
gestellt, reduziert sich die achtdimensionale 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung damit zur
sechsdimensionalen 3-Fermionen-Salpeter-Gleichung

Lo A 9 AT () @ AT (P) | AT () ©AS (52) ©AT (B3)] o 0. o0
(pe, py) = . — 7 @7 @y
M —w; —wy —w3 + 1€ M+ w; +wy +ws — €
d3p/ d3p/
S n - o
— P 2.
X /(277_)3 (277)3 V(pf7p777pf7p77) (p£7p77) ( 8)
fiir die Salpeter-Amplitude
dp? dp?
N ¢ B 0 — 0 —
S(pe,pn) = [ 5 5 Xp (CRARCAS) NP (2.9)

Wir haben hier sdmtliche Indizes fortgelassen und die sich aus 1-Teilchen-Operatoren zusam-
mengesetzten 3-Teilchen-Operatoren als Tensorprodukte! geschrieben.
In dieser Gleichung verwenden wir folgende Definitionen und Abkiirzungen (siehe auch Anhang

C.2):

e w; ist die kinetische Energie des i-ten Quarks:

wi = wi(pi) =/ IFI*+mi .

. A;t sind Projektions-Operatoren auf die Losungen positiver und negativer Energie der frei-
en Dirac-Gleichung im Impulsraum und sind mit dem Dirac-Hamiltonoperator H; definiert

durch
w; £ Hi(p)

2w;

AF = AT () mit Hy(5) =97 (75 + mi) = @i+ 5 mi

e Die 1-Teilchenimpulse p; sind im Ruhesystem wegen py + py+ ps = 0 nur noch Funktionen
der Relativimpulse:

1

S . - R . .
1=P£+§Pn7 PzI—P£+§Pn7 D3 = —Py -

Das Auftreten der Energieprojektoren A7 @A @AF und A7 @A @ A3 in der Salpeter-Gleichung
(2.8) 148t bereits Aussagen iiber die Struktur der moglichen Losungen zu, die wir spiter nutzen
wollen, um das Problem weiter zu reduzieren. Die Projektorstruktur verringert ndmlich die Zahl
der unabhingigen Funktionen, die zur Beschreibung eines Baryonzustandes notwendig sind!
Zunichst ist die Salpeter-Amplitude ® wie die Bethe-Salpeter-Amplitude xp (im Spin-Impuls-
raum) eine 8 x 8 x 8 = 64-komponentige Funktion. Im C* projizieren die Energieprojektoren
AE(f;) wegen

AF () AF () = AT (), AT AT () = 0 und AF(F) + A7 (7)) =1¢a (2.10)

1[14 ®B® C]aa’ BB vy = Aaa’B,B,B’ CVV'
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auf jeweils zweidimensionale zueinander orthogonale Teilrdume des C*. Man kann nun entspre-
chend mit den acht Projektoren

AR (5 ) = AT () @AY () © AT (o) (2.11)
den Raum C* @ C* @ C* in acht zueinander orthogonale 8-dimensionale Teilrdume zerlegen.
Mit

AERER: (5 5
(£)1,(£)2,(£)s
zerfillt deshalb eine beliebige 64-komponentige Amplitude ® in die acht Teilamplituden

— ]I®4®®4®®4 (2.12)

PEN(F)2(H)s = AFEh(H)2(H)agp — A(li)l ®A(2i)2 ®Agi)3(1) ) (2.13)

Fiir die Salpeter-Amplitude ¢ als Losung der Salpeter-Gleichung bleiben in dieser Zerlegung
nur die zwei zueinander orthogonalen Teilamplituden ®+++ und &=~ ii

Multiplikation der Salpeter-Gleichung mit (2.12) und Ausnutzen von Idempotenz und Ortho-
gonalitit der Projektionoperatoren liefert fiir die Salpeter-Amplitude die Zerlegung;:

® =t 4 o (2.14)

mit ®T =@t = AT QAT QAT @ und @ =0T =ATQA; @A; . (2.15)

Die Losungsmannigfaltigkeit der Salpeter-Gleichung ist also 16-dimensional.

Da die Einteilchenprojektoren A;t (p;) auf die Losungen positiver bzw. negativer Energie der
freien Dirac-Gleichung projizieren, hat ®* die Struktur eines 3-fach tensorierten Dirac-Spinors
positiver Energie und &~ die Struktur eines 3-fach tensorierten Dirac-Spinors negativer Energie.
Die Salpeter-Gleichung behélt also trotz instantaner Ndherung die volle Dirac-Struktur mit
positiven und negativen Energien fiir die drei Quarks und bleibt weiterhin formal kovariant.
Wir werden im Abschnitt 2.5 ausfiihrlicher darauf eingehen, wie man die Dirac-Struktur der
Salpeter-Amplitude ® dazu nutzen kann, die Spinoren ®* und ®~ auf Tensorprodukte von
Pauli-Spinoren zu reduzieren, um so tatsichlich die Losung der Salpeter-Gleichung zu einem
16-dimensionalen Problem zu vereinfachen.

Fiir die weitere Diskussion ist es niitzlich, die Salpeter-Gleichung als ein Eigenwertproblem fiir
die Masse M eines gebundenen Zustands zu formulieren.

Unter Ausnutzung der Projektorstruktur in (2.8) und mit H;(7;) A (p;) = +w; AT bringt man
die Salpeter-Gleichung (2.8) leicht auf die Form

(,H(I))(ﬁfvﬁﬁ) = M(I)(ﬁfvﬁﬁ)v (2.16)

wobei der Salpeter-Hamiltonian H definiert ist durch

(H®) (Pe, Py) = Z H;(pi)®(pe, py)

=1

o

+ (AT ) @ AT (7) © A (55) + AT (71) @ A7 (72) © A3 (7)) 1° @ 1° ©7°

W, Ay
X/ (27‘-)53 (27‘.;73 V(pfvpmﬁ/gvﬁ%) (I)(ﬁl@ﬁ%) (217)

Hierbei ist>?_ | H;(jp;) eine Kurzschreibweise fiir

3
STHi(f) = Hi(p1) © 1ga @ Tga + Tga @ Hy(fa) @ Tga + g @ Tgs @ Hs(3) (2.18)

=1
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2.2 Die Vertexfunktion

Durch Integration {iber die Relativenergien pg und pg hatten wir im vorangegangenen Abschnitt
die Bethe-Salpeter-Amplitude yps im Ruhesystem des gebundenen Zustands der Masse M auf
die Salpeter-Amplitude ® reduziert. In diesem Abschnitt wollen wir zeigen, dafl es umgekehrt
moglich ist, mit Hilfe der Bethe-Salpeter-Gleichung aus der Salpeter-Amplitude ® wieder die
Bethe-Salpeter-Amplitude yp; im Ruhesystem und damit, aufgrund der formalen Kovarianz der
Bethe-Salpeter-Gleichung, die Amplitude xp in einem beliebigen Bezugssystem zuriickzugewin-
nen.

Dazu definieren wir die Vertexfunktionen oder amputierten Bethe-Salpeter-Amplituden

15 NN 15 NN 15 !
Cplperpn) = [P+t 30| @ [STGP=pet 5m)] © [STGP = 0)] xploep)
_ ~ ol Lo Top, 14 Lo Top, 14 -1
Pp(pespn) = Xp(pespa) |1 (P +pe+5pn)| @15 (GP —petop)| @ |95 (5P —po)| -
(2.19)

Aus der Bethe-Salpeter-Gleichung (2.2) folgt dann unmittelbar der wichtige Zusammenhang
zwischen der Vertexfunktion im Ruhesystem und der Salpeter-Amplitude:

L T(E A — d?’p/& d?’p% N —y
FP(P&an) |P:(M76): F(pfvpn) =1 (277)3 (271_)3 V(pf7p777p§7p77) q)(p§7p77) (220)

Insbesondere hdngt im Ruhesystem die Vertexfunktion nur von den ridumlichen Komponenten
der Relativimpulse ab. Gleichung (2.20) erlaubt die Rekonstruktion der Vertexfunktion und
damit nach Gleichung (2.19) der vollen Bethe-Salpeter-Amplitude. Mit der Salpeter-Gleichung
folgt aus (2.20) die umgekehrte Beziehung

AT @ AT @ AT AT @A @AF
M—-—w —wyg—ws + ¢ M+tw +wy+ws — tc

Y0 @7 @70 (P, py) -
(2.21)

Aus der adjungierten Bethe-Salpeter-Gleichung bekommt man entsprechend den Zusammen-
hang

(I)(ﬁ&ﬁ??) =1

. R B L
Fp(P&vpn) |P=(M,6): F(pg7p77) = — W W (I)(pg,pn) V(pg7p777 3 77) ) (2'22)
wobei
_ dp? dp? B B
(%, py) = 2—7f . Xp (2. 52). (05 7)) | p—ary (2.23)

die adjungierte Salpter-Amplitude ist.

Setzen wir in Gleichung (2.23) fiir Y5 den Ausdruck (2.19) ein, so kann auf der rechten Seite
die Integration {iber die Relativenergien pg und pg auf die freien Propagatoren gezogen werden
und man erhélt (siehe Gleichung (B.7)) die zu (2.22) umgekehrte Relation

_ AT @ AT @ AT AT @A, @AZ

(e, ) = il (Pe, B ‘207270 . (2.24
(Pe ) = 0 (Pe: ) | G o o  ae T M T oo b oo T om — ac) ) 2V E7 - (224)

Im nichsten Abschnitt werden wir diese Relationen zwischen I', y und ® bzw. zwischen I, y
und ® verwenden, um aus der Normierungsbedingung fiir die Bethe-Salpeter-Amplituden die
entsprechende Normierungsbedingung fiir die Salpeter-Amplituden zu bestimmen.
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2.3 Die Normierungsbedingung fiir die Salpeter-Amplituden

In der Normierungsbedingung (1.64) fiir die Bethe-Salpeter-Amplituden

/(d“pg d*), /(d%’ %))

2m)* (2m)4 2m)* (2m)4

~ J . .
Xp(pg 1) PH 55 {I(R Py 1, o ) +IK PP, p’g7p§77p’g’7p§7’)} Xp (e py) =i 2M?

oPH
(2.25)
verschwindet fiir einen instantanen Wechselwirkungskern
K(S)(Pv P/@P%P/@P%) = V(PguiPmpvpgupvpnup)v (2.26)

der im Ruhesytem nicht von der Gesamtenergie P° abhiingt, also

) o
Pu_8PMV(PgLP7PnLP7pg/mpn/m) =0 & —8POV(pg,pmﬁg,ﬁ;7) lpo—pr=0, (2.27)

der Anteil des Wechselwirkungskernes an der Normierung.

Da die Bethe-Salpeter-Gleichung und die Normierungsbedingung fiir eine instantane Wechsel-
wirkung explizit kovariant formuliert sind, bleibt die Normierung der Amplituden x in jedem
Bezugssystem richtig. Wir kénnen also die Normierungsbedingung fiir die Salpeter-Amplituden
¢ im Ruhesystem bestimmen. Dann gilt mit (2.27):

/(d‘*pg d*, /(d“p’g d'p))

2m)* (2m)4 2m)* (2m)4

~ J .
Xnr (Pes Py) 55 TPyl s P 1p) | o Xt () = 020 (2.28)

Wir skizzieren an dieser Stelle kurz die Schritte, mit denen aus der Normierungsbedingung (2.28)
fiir die Bethe-Salpeter-Amplitude die entsprechende Normierungsbedingung fiir die Salpeter-
Amplitude folgt. Die einzelnen Schritte sind detailiert in Anhang B.3 dargestellt. Ersetzen wir
in (2.28) gemdB den Definitionen (2.19) die Bethe-Salpeter-Amplituden yps und yps durch die
Vertexfunktionen I' und T, welche ja im Ruhesystem nach (2.20) und (2.22) nur noch Funktionen
der rdumlichen Relativimpulskomponenten pg,p, sind, so ist die Abhéngikeit des Integranden
von den Relativenergien pg und pg vollstindig durch die freien Quarkpropagatoren bestimmt.
Die pg, pg—lntegration kann deshalb, dhnlich wie bei der Herleitung der Salpeter-Gleichung, mit
Hilfe des Residuensatzes analytisch ausgefiihrt werden. Nutzt man dann die Relationen (2.21)
und (2.24) zwischen den Vertexfunktionen I', ' im Ruhesystem und den Salpeter-Amplituden
®, ®, sowie die im Anhang B.2 gezeigte Beziehung

éaﬁw(ﬁévﬁn) = _(I)z'ﬁ'w' (ﬁ&vﬁn) 72'a 72/5 72w (2.29)

zwischen ® und @, so erhilt man die Normierungsbedingung fiir die Salpeter-Amplituden
im Ruhesystem des gebundenen Zustands:

dpe  d%p . - o o
/ (27‘-)53 (277373 (I)aﬁw(pfvpn) (I)ozﬁw(p&pn) =2M . (2‘30)

Die Salpeter-Amplituden werden also mit der iiblichen positiv definiten L?-Norm fiir Funktio-

nen? ® : RxRoC*@C*eC* @ FOFQF @ C®C®C normiert.

2F und C bezeichnen hier den Einteilchen-Flavour- bzw. Colourraum.
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Mit der Zerlegung (2.14) ® = &t + &~ der Salpeter-Amplitude schreibt sich (2.30) aufgrund
der Orthogonalitit von &+ und &~

/d3pf d3p77 {(I)-I-* o (I)+

(27)3 (27)3 aﬁw(ﬁ&pﬁ) aﬁw(ﬁg?ﬁn) + (I);;w(ﬁﬁvﬁn) q’;m(ﬁ@ﬁn)} =2M . (2.31)

Die Normierungsbedingung (2.30) motiviert die Definition eines Skalarproduktes fiir zwei Am-
plituden ®; und ®:

— d3p£ d3p77 * - = - =
<q)1|q)2> = / (271_)3 (271_)3 q)l aﬁw(p&p??) Py Olﬁﬁ(p&p??) : (232)

Dieses Skalarprodukt ist positiv definit, also
(®|P) >0, (P|P)=0 =P =0. (2.33)

Bemerkenswert ist hierbei die Tatsache, dafl im Gegensatz zum relativistischen Meson(qgq)-
Modell [10,11] die Salpeter-Normierungsbedingung im Baryon(gqq)-Modell (unter Vernachléssi-
gung des irreduziblen 2-Fermion-Kernes) auf ein positiv definites Skalarprodukt fiihrt. Probleme
wie im Mesonmodell [10,11], die sich aus der nicht positiv definiten Norm der ¢g- Salpeter-
Amplituden ergeben, treten in diesem Baryonmodell, welches nur den irreduziblen 3-Teilchen
Kern beriicksichtigt, also nicht auf!

Mit dem Skalarprodukt (2.32) schreibt sich dann die Normierungsbedingung (2.30) fiir Lésungen
® = & + &~ der Salpeter-Gleichung in der kompakten Form

(®|®) = (T |DT) + (®7[|®7) = 2M (2.34)

Es ist physikalisch sinnvoll den instantanen 3-Fermionen-Wechselwirkungskern V so zu wihlen,
daf} der Salpeter-Hamiltonian H bzgl. des Skalarprodukts (2.32) hermitesch ist, d.h.

Damit sind dann die zwei folgenden wesentlichen Dinge gew&dhrleistet:
1. Die Eigenwerte von H, also die Massen M der gebundenen Zustinde, sind reell®.

2. Salpeter-Amplituden, d.h. Lésungen der Salpeter-Gleichung @, ®, zu verschiedenen Ei-
genwerten M; # My, sind zueinander orthogonal? | also (®|®;) = 0.

Die Forderung eines hermiteschen Salpeter-Hamiltonian® H stellt bestimmte Bedingungen an
den Wechselwirkungskern V' (p¢, py, Pg, 7,)

Beschrinken wir uns in dieser Diskussion auf Amplituden ® mit (ATt + A==~ — 1) ®(p¢, py,) =
0, so zeigt eine einfache Rechnung, daf aus der geforderten Hermitizitdt (2.35) von # folgende
Bedingung fiir den Wechselwirkungskern® V folgt:

70 & 70 & 70 V(ﬁ&ﬁmﬁ/@ﬁ%) = VT(ﬁévﬁZwﬁfvﬁn) 70 & 70 @ 70 (236)

Weitere Forderungen an den Wechselwirkungskern besprechen wir im n&dchsten Abschnitt.

*Denn: M(®|®) = (®|H®) = (HOD| =) M*(D|D).

4Denn: M2<@1|q)2> = <@1|Hq)2> == <Hq)1|q)2> = M1*<Q)1|q)2> = M1 <q)1|q)2>
E’Bemerkungzijfz1 H;(p:) in M ist natiirlich bereits hermitesch.

®Fiir 4 x 4-Matrizen I'; gilt hierbei die Notation [I'1 @ To @ ]! =TT ol @11,
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2.4 Symmetrien der Salpeter-Gleichung

2.4.1 Paritatsinvarianz

Aufgrund der Paritétsinvarianz in der QCD mufi der Wechselwirkungskern V so beschaffen sein,
dafi die Salpeter-Gleichung paritdtsinvariant ist. Die Darstellung der Paritdtstransformation
P(p°, p) = (p°, —p) auf den Salpeter-Amplituden & ist gegeben durch

(P®) (7, Bn) = 7° @ 7° @ v° ©(=Fg, =) (2.37)

Die Paritdtsinvarianz verlangt nun, dafl mit ®(pg, p,,) ebenfalls (P®) (p, p;;) Losung der Salpeter-
Gleichung ist.
Wir wenden die Paritdtstransformation (2.37) auf die in (2.16) definierte Amplitude H® an,
und verwenden die Relationen y*H;(—p;) = H;(5:)7°, sowie v°AE (=) = AZ(5;)7°. Wenn der
Wechselwirkungskern V der Bedingung

70 ® 70 ® 70 V(ﬁ&ﬁmﬁ/@ﬁ%) = V(_ﬁfv _ﬁm _ﬁ/{v _ﬁ%) 70 ® 70 @ 70 (238)

geniigt, erhdlt man

P (H®) = H (PD), (2.39)

und mit ® erfiillt auch PP die Salpeter-Gleichung.
Zusammen mit der Bedingung (2.36) an V aus der geforderten Hermitizitdt von # folgt dann:

VT(ﬁ/{7ﬁ;77 _)571777) = V(_ﬁ&_ﬁnv_ﬁ/@_ﬁ%) (240)

Diese Bedingungen werden von einer groflen Klasse von Kernen erfiillt. Zum Beispiel geniigen
Linearkombinationen von Faltungstypkernen der Form

V(ﬁ&ﬁmﬁ/@ﬁ%) = V(ﬁf - ﬁé7ﬁ77 _ﬁ%) = U(ﬁf - ]3271777 _ﬁ%) F1 & F? & F37 (241)

mit einer skalaren, reellen und in den Argumenten geraden Funktion

—

(G Gn) = v(=Ge, =) = v™(Ge, @) (2.42)

und komplexen 4 x 4-Matrizen I'; mit den Eigenschaften
P 29°@9°, T elhols] =0 uwd Merferl=rarors (2.43)

diesen Forderungen.

2.4.2 Zeitumkehrinvarianz

Die starke Wechselwirkung ist ebenfalls invariant unter Zeitumkehrtransformationen 7 (2%, 7) =
(=29, 7). Unsere Salpeter-Gleichung fiir ein Baryon muf} daher zeitumkehrinvariant sein, was zu
einer weiteren Forderung an den Wechselwirkungskern V fiihrt. Die Zeitumkehrtranformation
stellt sich auf den Salpeter-Amplituden ® dar durch

(T @) (P, 7y) = —7v'7° @y @ 1> @ (=, =) (2.44)

wobei hier * komplexe Konjugation bedeutet. Wenden wir die Transformation (2.44) auf H®
(siehe Gleichung (2.16)) an, so folgt unter Verwendung der giiltigen Relationen v17° Hf(—p;) =

Hy () v'° 92 AT (=) = AF(5) v19°% und v192 4% = 19 4143, daB
T (H®) = H (T®) | (2.45)
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wenn man fiir den Wechselwirkungskern fordert:
VPV (= Pey =By —Pes =) = V (Bes By B ) 717 - (2.46)
Dann erfiillt mit ® auch 7 ® die Salpeter-Gleichung; sie ist damit zeitumkehrinvariant. Speziell
fiir Faltungstypkerne der Art (2.41) fithrt die Bedingung (2.46) zu der Forderung
Yoy ey IIes el =T 0T 0y’ oy @ y'y° (2.47)

an die Spinstruktur I'y ® 'y ® I's.

2.4.3 Symmetrie beziiglich positiver und negativer Eigenwerte

Durch die Forderung der Hermitizitdt von H kénnen wir gew&hrleisten, dafi die Eigenwerte M der
Salpeter-Gleichung (2.16) reell sind. Diese Bedingung wird durch eine bestimmte Forderungen
an den Wechselwirkungskern V erfiillt. Nun ist es nicht méglich, durch eine weitere entspre-
chende Forderung zu gew&hrleisten, dafl die Eigenwerte auch positiv sind: M > 0, denn bereits
die Dirac-Hamiltonoperatoren > 7_, H; (p7) in H sind schon nicht positiv definit. Aufgrund des
Projektors A=~ in H in muf} das Spektrum von H nicht einmal nach unten beschrinkt sein!
H ist also nicht positiv definit bzgl. des Skalarprodukts (2.32) , so daf das Eigenspektrum von
H im allgemeinen auch negative Eigenwerte —M besitzt.

Wir kénnen aber durch eine weitere Forderung an den Kern V gewihrleisten, dafi diese negati-
ven Eigenwerte -M eine physikalische Bedeutung erhalten, die mit einer zusitzlichen Symmetrie
der Salpeter-Gleichung erkldrt werden kann.

Wir fordern fiir den 3-Fermionen-Wechselwirkungskern V die Giiltigkeit der Gleichung
(1097 @977 @99 V (5, 7, P )| = 0. (248)

Dann gilt:
Ist & Losung der Salpeter-Gleichung mit negativem Eigenwert — M, d.h.

(%(I))(ﬁévﬁn) = _M(I)(ﬁﬁvﬁﬁ) )

so ist .
2 =7""27"7" 97" ® (2.49)
Losung der Salpeter-Gleichung mit dem entsprechend positiven Eigenwert +M, also
(%(I)) (ﬁ&vﬁn) = M(I)(ﬁévﬁn) .
Zum Beweis dieser Symmetrie wenden wir v%v% @ %% @ %5 auf
3

(H®)(Be, 7)) = D Hi(B)® (e, y) + (ATTF + A7) 7 @9 @ +°

=1

dSp’ 43
& P L.
X/ (27)3 (277;73 V(Des Py s ) @ (0, )

an.
Benutzen wir die Relationen

07, =00 O )|, =0, %7 AF () = AT () 1% (2.50)
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bzw. die daraus folgenden

[7075 @Y > Hi(ﬁi)] =0, (2.51)
=1 +
[7075 277" ©@1%" , "9’ 70] =0, (2.52)
_I_
,)/0,)/5 ® ,)/0,)/5 ® ,}/075 A:I::I::I: — A:F:F:F ,)/0,)/5 ® ,)/0,)/5 ® ,)/0,)/5 7 (253)

so ist leicht einzusehen, dafl mit der Forderung (2.48) an den Wechselwirkungskern die Identitét
1297 @ 9% @ 9% (HO) (e, ) = — (K (4% ©9°9° @ 9°7° ®)) (3%, i) (2.54)

gilt, und damit die Behauptung folgt. )
Wir wollen kurz diskutieren, was die Transformation ® — ® = 74%9% @ v%45 @ 4%9° & bewirkt:

e Aufgrund der Antikommutatorrelation (2.52) folgt fiir die Darstellung (2.37) der Pa-
ritdtstransformation:

P, %7 ©1%° @ 1%] ,=0. (2.55)
Somit dndert die Transformation ® — P = ®,; 7°v°® die Paritéit der Salpeter-Amplitude.
D besitzt also die umgekehrte Paritit zu .

o Wegen (2.53) vertauscht v%9% @ v%y° @ %45 die Rollen der Komponenten positiver und
negativer Energie:

ot =197 @217 @7%7 et =07, &7 51 0% 24" T =0t . (2.56)

Wir fassen zusammen:
Existiert im Spektrum eine negative Masse —M zur Salpeter-Amplitude ®7,, mit definierter
Paritiat =, d.h.

,H(I)IM(ﬁﬁvﬁn) =-M (I)IM(ﬁévﬁn) und P(I)IM(ﬁﬁvﬁn) =7 (I)IM(ﬁévﬁn) ) (2'57)

so existiert eine Losung der Salpeter-Gleichung, nimlich @3/ = 7%9°@7%95@+%y% &7 ;. welche
als Eigenwert die physikalisch sinnvolle positive Masse +M besitzt und die entsprechend andere
Paritdt —7 hat, d.h.

HPV (D, Py) = M @37 (e, py)  und - POy (Pe, By) = —7 @of (Pe, ) (2.58)
und es gilt
+ - 0.5 - - : 0.5 +
o = ®'y YTy~ und @) = ®'y v T (2.59)
=1 =1

Erfiillt also der irreduzible instantane 3-Fermionen-Wechselwirkungskern V die Forderung (2.48),
dann haben die negativen Massen —M im Spektrum eines Baryons mit Paritdt 7= eine wohl-
definierte physikalische Bedeutung: Thre Betrige M stellen das Spektrum des entsprechenden
Baryons mit der entgegengesetzten Paritit —m dar.

Diese Symmetrie stellt in numerischer Hinsicht auch eine Vereinfachung dar, da man bei der Be-
stimmung des Massenspektrums eines Baryons gleichzeitig, in Form der negativen Eigenwerte,
das Spektrum des Baryons mit der anderen Paritit erhilt.
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2.4.4 Das Skalierungsverhalten der Salpeter-Gleichung

In diesem Abschnitt zeigen wir fiir eine bestimmte Klasse von Potentialen, wie man eine Bezie-
hung zwischen den Parametern des Modells und den Masseneigenwerten M finden kann, ohne
die Salpeter-Gleichung explizit zu 16sen; wir nutzen dafiir das Verhalten der Salpeter-Amplitude
und der Operatoren unter Umskalierung der Koordinaten aus. Dazu definieren wir fiir o > 0
den unitdren Dilatationsoperator D,:

—

| o
D, cb(ﬁg,ﬁn)z—@(]ﬁ ]ﬁ) ., D. O(p) D;1:O<£) , D, O@)D;'=0(a7).

as al «
(2.60)
Das Skalierungsverhalten des Dirac-Hamiltonoperators H;(p;) = H;(pi; m;), sowie der Projekti-
onsoperatoren A (f;) = AX(f;; m;) ist dann durch eine Umskalierung der Konstituentenmassen
darstellbar:

Do H;(p;;m;) D! = 1 Hi(Fi;em;), Do AE(fi;ms) DI = AE (G amy) . (2.61)
o

O O

Wir betrachten nun den Spezialfall lokaler 3-Teilchen-Potentiale V(g7 7, e, 77') mit einer beliebi-
gen Spin-Struktur I'y @', @13, die durch 2-Teilchen-Potentiale der Form |#;— ;| parametrisiert
sein sollen, also:

VERE i an) = o€ ifan) 8(E=E) 6O —7) i@y @ Ty
mit v(€, Fa,) = D an (Z |7 — fj|n) : (2.62)
n 1<J
Solche lokalen Potentiale entsprechen im Impulsraum einem Faltungstypkern:
= V(pe - ﬁévﬁn - 17;7§ )
= /d?’f d*n ¢ PemPe) € o= ilFn=7) 7 v(€, 7 a,) Ty @ Ty @ Ty .(2.63)

Fiir diese Art von Potentialen ist das Skalierungsverhalten durch eine Umskalierung der Poten-
tialparameter ag, aq, as, ..., @y, ... beschreibbar:

D, v(&, 7 a,) DIY = w(a & aifay) = vl 7 a"a,) = — vl 7 a
o
D, V(7,8 ,7;a,) D71 = V(a&aial aifia,)=a""V(EqFE, i;a" T a,)(2.64)

= = o ~
_ _ _ Pe =P Py —P
Dav(f_ﬁé7 U_%;an)Dozl = V( o 57 77a n;an)

Damit folgt fiir die Integraloperation
) o d3p/ d3p/ B B
(V(an)q’) (Pe, Pn) = / ﬁ ﬁ V(Pe = ey By — P an) (P, ) (2.65)
das Skalierungsverhalten

(Do (V(@)®)) (5. 5i) = é (V(a"*an) (Da®)) (5, 7y) - (2.66)

Mit den Skalierungsregeln (2.61) und (2.66) erhalten wir dann schlieilich das Skalierungsver-
halten des von den Parametern mq, mo, ms und a, abhingigen Salpeter-Hamiltonians H:

Lo 1 n Lo
(Do (H(mi, ma, ms; a,)®)) (e, ) = — (7'1(04 my, a ma, @ ma; o ta,) (Da¢)) (Pes Py) -

“ (2.67)
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Durch eine Umskalierung der Modellparameter gemif

my, Mg, M3 — & My, 0 Mo, 0 ms , a4, — a"la, (2.68)

erreicht man somit eine lineare Streckung bzw. Stauchung des Massenspektrums M von H mit
dem Skalierungsparameter o
M=o M, (2.69)

wobei die Eigenzustdande von H(my, mz, ma; a,) durch Umskalierung der Koordinaten & — D, ®
in die Eigenzustinde von H(a my, a ma, @ mg; a"tla,) iibergehen.

2.4.5 Permutationssymmetrie

Bisher haben wir bei der Herleitung der Bethe-Salpeter-Gleichung aus der Integralgleichung fiir
die Greensfunktion und bei der Formulierung der Salpeter-Gleichung im Fall eines instantan-
ten Wechselwirkungskerns stillschweigend so getan, als wiren die drei Quarks unterscheidbar;
insbesondere hatten wir jedem Teilchen i die Masse m; zugeordnet. Das in dieser Arbeit beschrie-
bene Modell soll Baryonen mit den drei Flavourfreiheitsgraden up (u), down (d) und strange
(s) beschreiben. Nehmen wir zunichst exakte Flavour-SU(3)-Symmetrie an, d.h. Gleichheit der
Massen m,, = mg = ms. Dann sind die drei Quarks im Sinne des verallgemeinerten Pauli-Prinzip
ununterscheidbar.

Die Ununterscheidbarkeit der drei Quarks, welche ja Fermionen sind, verlangt nun eine Bethe-
Salpeter-Amplitude xp og,(21, 22, 23), die total antisymmetrisch unter Vertauschung simtlicher
Indizes (Colour- ,Flavour-, Spinindizes) und Koordinaten zweier Teilchen ist. Entsprechend muf}
auch die Bethe-Salpeter-Gleichung selbst, also insbesondere der Wechselwirkungskern symme-
trisch unter Teilchen-Permutationen sein.

Die antisymmetrische Bethe-Salpeter-Amplitude kann in eine Linearkombination von total an-
tisymmetrischen Produktzustdnden mit Orts-(O), Spin-(X), Flavour-(F) und Farbanteilen (C)
zerlegt werden:

X% 0521 c532 53 fl f2 f3 ($17 $27 $3) = (Z On (X7€7 77) 27.;1 52 83 ‘7:}7"1 f2 fg) CCl e (270)
mit den Spinorindizes s; = 0,1,2,3, den Flavourindizes f; = u,d,s und den Colourindizes

c¢; = r,¢g,b. Baryonen sind wie alle Hadronen farbneutrale Zustinde in der QCD, weshalb der
Colouranteil durch das total antisymmetrische Farbsingulett

€1 C2 C3 __ 1 €1 C2 C3

C =7 € (2.71)
gegeben ist und somit von dem Orts-, Spin-, Flavouranteil separiert werden kann. Der Orts-,
Spin-, Flavouranteil O @ ¥ ® F mufl dementsprechend total symmetrisch sein.
Dasselbe trifft natiirlich auch fiir die Salpeter-Amplitude ®(pg, pj;) und die Salpeter-Gleichung
7u.
Nun ist aber im Gegensatz zur Colour-Symmetrie die Flavour-Symmetrie nicht exakt, da die
Quarks unterschiedliche Massen besitzen. Die SU(3)-Flavour-Symmetrie ist gebrochen. Da in
diesem Modell nur die starke Wechselwirkung in Betracht gezogen wird, kénnen wir aber in
guter Ndherung die Flavour-SU(2), also die Isospin-Symmetrie fiir das u- und d-Quark als
exakt annehmen:

My = Mg < My . (2.72)

Diese explizite Brechung der SU(3)-Symmetrie durch die schwere s-Quarkmasse soll nun ausge-
hend von der im Fall gleicher Massen permutationssymmetrischen Salpeter-Gleichung eingebaut
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werden, und zwar so, dafl auch bei ungleichen Massen gem&f (2.72) die Salpeter-Gleichung per-
mutationssymmetrisch bleibt. Dieses geschieht mit Hilfe der auf dem Einteilchen-Flavourraum

1 0 0
F=Span|uyr=1] 0 Jdyr=| 1 Js)r=1 0 ~ (3 (2.73)
0/, 0/, L)
wirkenden Projektoren
1 00 9 1 000 1
F,.=(0 10 =-—1Ir+-—4=2 und P,=| 0 0 0 =-1r——=2Xs. (2.74)
000/, 3 V3 001/, V3

Hierbei ist

V3

1
d=—7= 10
0 -2

f

die achte Gell-Mann-Matrix. P projiziert auf den strange-Zustand |s) und P, auf die 'nonstrange’-
Flavourzustdnde, die wir zu einem Isospin-Dublett |n) mit Isospin ¢ = % und Isospin-3-Kompo-
nenten m; = :l:% zusammenfassen:

1 1
|n,mt:—|—§>f5 |u)F |n, my = —§>}'E |d)r . (2.75)

Im Salpeter-Hamiltonian H werden die massenabhingigen Operatoren H;(5;) und AE(5;) ersetat
durch

Hi(p)) = Hp) = > H(Fzmy) @ Py und  AF() = A (5) = Y AX(iymy) @ Py,
f=n,s f=n,s
(2.76)

wobei nun my die Masse eines Konstituentenquarks mit Flavour f ist, und wie gehabt

Hpm)=" G-itm), A:(pm)= EWEAGEM) oy = it me . (217)

2w(p; m)

Entsprechend dem Flavour f; = n oder s im Flavouranteil F der total antisymmetrischen
Salpeter-Amplitude ® werden dadurch die massenabhdngigen Operatoren mit der ’richtigen’
Masse my, versehen. Auf diese Weise sind die Operatoren

SNHE) = > { [H(pr;myp) @ 1o 1@ [P, @ 1@ 1£]

=1 f17f2yef3=
+ [T@ H(p;myg,) @ 1@ [Ir @ P, @ 1x]
v Hete Hismlelretrorl |l (23)

und

AEEE (B, o, ) = AT (5L) © AT (F) © AT (53)
= Z [Ai(ﬁﬁmﬁ)®Ai(ﬁ2§mf2)®Ai(ﬁ3§mf3)] ®[Pf1 ®Pf2 ®Pf3] (2'79)

f1.f2,f3=
n,8



2.4. Symmetrien der Salpeter-Gleichung 33

im Salpeter-Hamiltonian H invariant unter beliebigen Permutationen II der Permutationsgruppe
S3, die gleichzeitig die Koordinaten sowie Spin-, Flavour- und Colourindizes vertauschen:

2
[T, ATEE (5, 5)]_ =0, lH,ZH(@)] =0 VIle S;. (2.80)
=1 _

Mit einem permutationssymmetrischen instantanen Wechselwirkungskern V ist dann H insge-
samt und damit die Salpeter-Gleichung auch im Fall ungleicher Massen permutationssymme-
trisch:

[H,V]_ =0 YII €535 = [H,,H]_ =0 VII € 55. (281)

Im weiteren Verlauf dieser Arbeit soll zur numerischen L&sung der Salpeter-Gleichung die
Salpeter-Amplitude nach einer Basis entwickelt werden und die Salpeter-Gleichung in Form
einer Matrix-Gleichung formuliert werden. Diese Baryon-Basiszustdnde miissen nach Absepa-
ration des schiefsymmetrischen Colouranteils symmetrische Produktzustinde O @ X ® F im
Impuls-, Spin-, Flavourraum sein, die mit Hilfe der irreduziblen Darstellungen der Gruppe Ss
auf diesen Rdumen konstruiert werden. Im Hinblick auf die Konstruktion von Impulsraumfunk-
tionen mit definierter Permutationssymmetrie wollen wir bereits an dieser Stelle geeignetere
Jacobi-Koordinaten p,A und p,,p\ einfiihren, die aus den bisherigen Relativkoordinaten &, 7
bzw. p¢, p, durch eine Umskalierung hervorgehen:

p= %5 = %(xl — x3) A= %77 = %(xl + 29 — 2x3) (2.82)
Pp = V2ps = %(pl —p2)  PA= ;pn = %(pl + p2 — 2p3) (2.83)

Diese umskalierten Jacobi-Koordinaten p,A und p,,p\ gehéren ndmlich zur gemischt symmetri-
schen irreduziblen Standarddarstellung der Permutationsgruppe’ Ss:

_1 _v3
@(2)-(5 20 @ ()2 D)) e

Mit einer Umnormierung der Amplituden ® und des instantanen Wechselwirkungskernes V'
im Impulsraum® gemiB

O(Pys Pr) _3 1 2
(I)neu_)v_) = - o, _)7_) = 19, __)7 =P 2.85
(Pp, D) ‘8(}, ) 1t(Pes Py) lt(\/ipp 3])/\) (2.85)
(P, P2 | | |07 P
Vneu_)7_)7_¥7_¥ = P 2 Va 7_)7_‘,7_‘,
(Dos Das By D) 3ie ) |\ |96 7, 1t(Pe, Py, Py Py)
1 1 2 1 2
= —Va __)7 __)7__17\/j_¥
> 1t( 500\ 3P0 5P SPA)

(2.86)

"Die Operatoren (12) und (123) generieren Ss.
8Entsprechend lautet die Umskalierung im Ortsraum:

Preu(fN) = ‘

Vneu(ﬁ7 X7 p_47 X/)

1l
Q|
~ =
Dy
> 1Sy
=
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behalten simtliche Gleichungen in den neuen Jacobi-Relativkoordinaten ihre Form?:

e Das Skalarproduktes fiir zwei Amplituden ®; und @,:

d3p/) d3p/\ * - = - =
(@110) = [ G5 T ¥ (o ) @20 (7 ) (287)

e Die Normierungsbedingung fiir die Salpeter-Amplituden:

dpp dprn oo .-
<q)|q)> = / (271_)3 (27‘_)3 q)aﬁw(ppvpk) q)ozﬁﬁ(ppvpk) =2M . (288)

e Die Salpeter-Gleichung:
(%q)) (ﬁpvﬁ/\) = Mq)(ﬁmﬁ/\) ; (289)

wobei nun # in den neuen Jacobi-Koordinaten p,,p) und den permutationssymmetrischen,
Flavour-SU(3)-brechenden Operatoren (2.78) und (2.79) definiert ist durch

(HO) (B, 2 = D H(5) (5, )

=1

+ [A+++(ﬁp7ﬁ/\) —I_A___(ﬁpvﬁk)] 70®70®70

d3p/ d3p, o
X/ (277)03 (277;3 VA(Bps Py Dy P2) @(75 7)) (2.90)

Diese Figenwertgleichung soll der Ausgangspunkt zur numerischen Losung der Salpeter-Gleichung
im Kapitel 3 sein.

2.5 Reduktion der Salpeter-Amplituden auf Pauli-Spinoren

Wir kommen noch einmal auf die Projektorstruktur der Salpeter-Gleichung in instantaner Nihe-
rung zuriick. Wir haben im Abschnitt (2.1.2) gesehen, daf§ durch die jeweilige Anwendung der
Energieprojektoren ATt = AT@QAT QAT und A==~ = A~ @A~ @A~ die Salpeter-Amplitude
® in zwei orthogonale Anteile ®* und ®~ zerlegt werden kann, die wegen der ldempotenz
Eigenzustinde dieser Energieprojektoren sind, also:

O ="+ & mit T =ATTT® und & =A""O. (2.91)

Wir betrachten zunichst die Struktur eines Dirac-Spinors und zeigen, wie ein solcher durch
eine Einbettungsoperation aus einem 2er-Spinor (Pauli-Spinor) erzeugt werden kann. Dieses
Schema kénnen wir dann in kanonischer Weise auf die Salpeter-Amplitude erweitern, um diese
schliefilich durch eine analoge Einbettungsoperation durch dreifach tensorierte Pauli-Spinoren
zZu generieren.

°Im Folgenden sei immer & = ®,,.,, die Salpeter-Amplitude in den neuen Relativkoordinaten.
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2.5.1 Die Struktur eines Dirac-Spinors

Wie im Anhang C.2 dargestellt, projizieren die Einteilchen-Energieprojektoren A* (pym) auf
Dirac-Spinoren positiver bzw. negativer Energie!® ¢ : Rt — €*, d.h auf Losungen der freien
Dirac-Gleichung (im Impulsraum):

(v(p) —m) ¥k (p) = (P"yu—m) ¥h(p)
(v —m)Y~(p) = (P"vu—m) ¥ (D)

0
0

(2.92)

wobei p = (p°, p) und p= —Pp = (—p°, p) mit 0 < p® = w(p) = V]p]* + m?.

Nun ist ein 4-komponentiger-Dirac-Spinor positiver/negativer Energie % : Rt — (* fiir ein
Teilchen der Masse m durch eine 2-komponentige Funktion (Pauli-Spinor) ¢* : RE — €2 ein-
deutig festgelegt, so dafl man in der Weyl-Darstellung (siehe Anhang C.2) mit den Abbildungen
T=:R® — M(C, 4 x 2) = {Menge der komplexen 4 x 2-Matrizen}

=@ - ¢t

T 7 m) = 1 U(Pp)
T = ( Vo) )|p=<w<p*;m>,p*> e
T=(5m) = 1 - (p)
T (p7 ) - /7%}(]7, m) ( \/O' (Pp) )|p:(w(ﬁ;m)7ﬁ) (294)

die 4-komponentigen Eigenzustinde der Energieprojektoren A* als 'Einbettung’ von Pauli-
Spinoren erzeugen kann:

vhp) = THEm) et p) und oL () =T (Fm) ¢~ (p) - (2.95)

2.5.2 Die Salpeter-Amplitude als Einbettung von Pauli-Spinoren

Nach Gleichung (2.91) setzt sich die Salpeter-Amplitude ¢ aus Anteilen d* additiv zusammen,
welche Eigenzustinde der in (2.79) gegebenen 3-Teilchen-Energieprojektoren A**+ und A~~~
sind:

AP EGL ) = Y [AEGimy) @ A (Brymy,) @ A (pyymy,)] @ [Py, @ Pr, @ Pr]

f1.f2,f3=
(2.96)

Diese Anteile ®* sind also 3-fach tensorierte 4er-Spinoren ausschlieflich positiver bzw. negativer
Energie. Wir wollen im Folgenden diesen Sachverhalt dazu ausnutzen, die im Spin-Impulsraum
4 X 4 x 4 = 64-komponentigen Spinoren ®* positver und negativer Energie unter Anwendung
obiger Einbettungsoperatoren auf 3-fach tensorierte Pauli-Spinoren ¢* zu reduzieren. Diese (im
Spin-Impulsraum) nur noch 2x2x2 = 8-komponentigen Funktionen €% sind natiirlich numerisch
wesentlich leichter zu handhaben.

Zunichst definieren wir die folgenden auf dem Impuls-, Spin-, Flavourraum wirkenden Einteilchen-

Einbettungs-Operatoren Ti(ﬁ) P F st F:

T = Y THEmy) e Py, T-(m= > T (Fmyerp;. (2.97)

f=n,s f=n,s

R = {p ERY (p,p)=m? p= (:I:w(ﬁ),ﬁ)} ist die positive bzw. negative Massenschale.
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Diese Einteilchen-Einbettungsoperatoren machen aus Pauli-Spinoren ¢*(.) @ |f)x : RE —
(C? ® F Eigenzustinde der Operatoren

AR = Y AE(pmy) @ P (2.98)

f=n,s
denn es gilt mit den Gleichungen (C.25):
ATETHFm) = THFm) . AT (FEm) =T Fm),  AETFFEm) =0 (2.99)
Wegen (siehe Gleichungen (C.26))

M@ T @ = TG T () =12 @ 15 (2.100)

ist die Einbettungsoperation eindeutig!

Um nun die Anteile ®* der Salpeter-Amplitude entsprechend der obigen Diskussion als Einbet-
tung von 3-fach tensorierten Pauli-Spinoren &* zu schreiben, bilden wir in kanonischer Weise
durch Tensorierung von (2.97) die 3-Teilchen-Einbettungsoperatoren

T, 5) : CPoC?al® @ FOFoF —» Cot'et o FOoFoF (2.101)
TH (P, pn) = TH(P) @ TH(f) @ T () T~ (Pp, P0) =T (P1) @ T~ (p2) @ T~ (p3)

Fiir diese Einbettungsoperatoren folgen dann mit (2.99) die gewiinschten Eigenschaften

A+++ (ﬁpvﬁ/\) T+(ﬁp7ﬁ/\) = T+ (ﬁmﬁ/\) 3 A___(ﬁmﬁ/\) T+ (ﬁmﬁ/\) =0 3
A___(ﬁmﬁ/\) r- (ﬁp?ﬁ/\) =T (ﬁpvﬁ/\) 3 A+++ (ﬁpvﬁ/\) T (ﬁpvﬁ/\) =0 3 (2102)

weshalb wir nun mit Hilfe der Operatoren T* die Anteile ®* der Salpeter-Amplitude & als
Einbettung von 3-fach tensorierten Pauli-Spinoren &+ darstellen kénnen:

q)—l—(ﬁmﬁ/\) = T+(ﬁp7ﬁ/\)€+(ﬁp7ﬁ/\) 3 q)_(ﬁmﬁ/\) = T_(ﬁmﬁ/\)g_(ﬁmﬁ/\) (2103)
Damit folgt fiir die Salpeter-Amplitude:
O=T + & =TT 4+ T7¢. (2.104)

Der Zusammenhang ® «+ (¢+,£7), wie er durch die Abbildungen T : ¢+ — &% zwischen der
Salpeter-Amplitude
P:R*xR* = C'oC'aC' @ FOFRF (2.105)

und den Amplituden
GRXxRP - CoC?eC @ FOFQF (2.106)
gegeben ist, ist eindeutig. Denn mit (2.100) folgen fiir 7% die Relationen

[T+(ﬁp7ﬁ/\)]TT+(ﬁp7ﬁ/\) =1 3 [T_ (ﬁmﬁ:\)]TT_ (ﬁpvﬁ/\) =1 3 [Ti (ﬁmﬁ/\)]TT:F (ﬁmﬁ/\) =0
(2.107)

mit T = 1@2@)@2@@2 & lrgrgr. Deshalb gilt:

(B ) = [TE(5, 50)] @, 70 (2.108)
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Definieren wir fiir Amplituden &* die positiv definiten Skalarprodukte!!

d? d?
1) = [ G Ty G o PY) € )
d d?
<€1_|€2_> = / (Qi;_p;)g (27{');\3 gl_zﬁw(ﬁmﬁ/\) g;aﬁw(ﬁmﬁ/\) (2109)

so folgt fiir Amplituden ®; = TH +T7¢] und @y = THES +T7¢; aus (2.107) dariiberhinaus:

(@1]®2) = (§1€5) + (611€2) (2.110)

d.h. die Einbettungsabbildungen stellen insbesondere Isometrien dar.
Mit der Zerlegung (2.104) der Salpeter-Amplitude und den Skalarprodukten (2.109) schreibt
sich in diesem Zusammenhang die Normierungsbedingung

(B|®) = (F[€T) +(€T[€7) = 2M . (2.111)

AbschlieBend wollen wir 7% noch auf eine Form bringen, in der Spin-, Impuls-Anteil und
Flavour-Anteil des Operators faktorisieren:

T, 0 = >, TE@ pimyp,mp,,my) Q) Py, @ Pr, @ Py, (2.112)
fi.f2,fa=n,s
mit N N N N
TE(p,, Drsmy, ,myp,,mp) = TE(Prymy,) @ TE(aymy,) @ T=(ps;my,) - (2.113)

2.5.3 Die Zerlegung der 2 x 2 x 2- Amplituden ¢* fiir ein Baryon mit defi-
nierten Quantenzahlen

Die Salpeter-Amplitude eines Baryons ist durch einen Satz von Quantenzahlen charakterisiert,
dessen Observablen in der starken Wechselwirkung Erhaltungsgréfien darstellen. Unter Annah-
me einer exakten SU(2) @ U(1)-Flavour-Invarianz (lsospin-Invarianz) sind die Quantenzahlen

e Spin (Gesamtdrehimpuls) J, mit 3-Komponente M
o Paritit =

o [sospin 7', mit 3-Komponente Mt

e Strangeness S*

erhalten und bestimmen das Transformationsverhalten der Salpeter-Amplitude ®j= a7, 7 a1+
Das Pauli-Prinzip erfordert dariiberhinaus noch die totale Antisymmetrie der Salpeter-Amplitude
unter Transpositionen II; ; € S3, d.h. Vertauschung sdmtlicher Indizes und Koordinaten zweier
Quarks i,j:

I j @ = pm; 10p,5% = —Pur My, T Mg 5% - (2.114)

Nach dem letzten Abschnitt kénnen wir die Salpeter-Gleichung in Termen der 3-fach ten-
sorierten Pauli-Spinoren ¢* formulieren. Um die allgemeine Zerlegung und Struktur der ¢+
zu finden, miissen wir untersuchen, wie allgemeine Transformationen der Salpeter-Amplitude
®jr m, 1,Mp,5+ sich durch die Einbettungen T#* auf die Amplituden &+ tibertragen:

1B~ sind hier immer noch Multi-Indizes; die Spinindizes laufen jetzt aber nur noch von 0 bis 1 (bzw. sind

—% und —|—%)
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e Permutationssymmmetrie

Ein wesentlicher Punkt ist, da die 3-Teilchen-Einbettungsoperatoren T# symmetrische
Operatoren sind. Aus ihrer Definition (2.101) ist unmittelbar ersichtlich, daf die 7% inva-
riant unter beliebigen Permutationen Il € S5 sind, die gleichzeitig die Koordinaten, sowie
Spin-, Flavour- und Colourindizes vertauschen:

[T% (5, pn), T]_ =0 VII€S;. (2.115)
Die Einbettungsoperatoren erhalten also die Symmetrie. Damit die Salpeter-Amplitude
Pa=THEH+T & (2.116)

total antisymmetrisch unter Teilchentranspositionen ist, miissen also Ej und & total
symmetrisch sein:

Mby=-04 < TN¢&E=-¢& firlless;. (2.117)

Flavoursymmetrie

Wie bereits diskutiert, bricht die Einbettung 7% durch die Projektoren P; (mit f=n
oder s) und ihre explizite Massenabhingigkeit m, < m, die Flavour-SU(3)-Symmetrie.
Es ist aber unmittelbar einsichtig, dafl Flavour- SU(2) @ U(1)-Transformationen mit dem
Einbettungsoperatoren TF vertauschen, da die Generatoren der Untergruppe SU(2)@U (1)
C SU(3), also die Gellman-Matrizen Ay, Az, A3 und Ag mit den Projektoren Py vertauschen.
Fiir die Salpeter-Amplituden

_ ot et — -
Cronip,s =TT EF pppse T 17 &7 01y 50

folgt dann
=2 ERpen +
T ®7rpse = T +1) Proa, s T & ppse = T(TH1)EF a5
- et +
T3 @1 0pp5 = My O 50 T D38 s = Mr&Toa, s
S* 7 s = ST PT s S Grtpsr = ST EFprpsr

mit den Isospin-Operatoren T; = Ai/2, i = 1,2,3 und dem Strangeness-Operator S* =

Xs/V3 —15/3

Verhalten unter Drehungen
Die Salpeter-Amplitude ®; a7, mit Spin J und 3-Komponente M transformiert sich unter
Drehungen R € SO(3) geméf

© a1, (Bp B3) = D S0 @ Su @ Sy @unr, (R By BB DA a (R) (2.118)
M),

Hiebei ist in der Weyl-Darstellung

u 0
Sy = ( 0 u ) (2.119)

mit u € SU(2),u = e~% die zur Drehung R mit Drehvektor & korrespondierende Matrix,

d.h. u o(p) ut = o(Rp).
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Nun finden wir fiir die Anwendung von S, auf den in (2.93) definierten Einteilchen-
Einbettungsoperator T+(j m) die Intertwining-Relation (siehe Gleichung (C.40) im An-
hang C.3.1):

Sy TEHR™ §rm) = TH(Fm) u (2.120)

mit der unmittelbar fiir die 3-Teilchen-Einbettungen TF die entsprechende Intertwining-
Relation folgt:

Sy @8, @Sy TER™ §,, RV p\) =T (P, P u@u@ u. (2.121)
Damit erhalten wir das Verhalten der Amplituden EfMJ mit
Syn, =T 50, +T7 &5y,

unter Drehungen:

0, (B = S u@u@ u iy (R, R0 DI (R) (2.122)
M;
Das ist genau das nichtrelativistische Transformationsverhalten eines Systems von drei

Spin-1/2-Fermionen mit Gesamtdrehimpuls .J.

Verhalten unter Parititstransformationen
Das Transformationsverhalten der Salpeter-Amplitude @, mit Paritdt = unter Paritdtstrans-
formationen P ist gegeben durch

O (o, 7r) =7 (POr) (B n) = 7 7° @9° @9° ®r (=P, —52) (2.123)

Zwischen v und den Einteilchen-Einbettungen Ti(ﬁ; m) findet man die Intertwining-
Relation (siehe Gleichung (C.44) im Anhang C.3.2)

PTH=pim)=TH@Em) Ie, . AT (=pm) =T (Fim) (—Ig,) (2.124)
und damit
70 @ 70 @ 70 T (_ﬁpv _ﬁ/\) = T_(_ﬁpv _ﬁ/\) 1@2 ® 1@2 ® 1@2 3
Yo T (=P, =) = T (=Pp,—P) (1o, © 1g, @ Ig,) . (2.125)

Mit dieser Relation ist das Transformationsverhalten der Amplituden ¥ (p,, p), &5 (P,, D)
mit
¢, = Tt 57-1— + 71" f;r_

unter Paritdtstransformationen sofort klar:

g;(_ﬁ/ﬂ _ﬁ/\) = 7 g;(ﬁpvﬁ/\) ’ (2126)

g;r_(_ﬁpv _ﬁ/\) = —-T gir_(ﬁmﬁ/\) .
Zunéchst féllt auf, daff die Darstellung der Paritdtstransformation fiir die 3-fach tenso-
rierten Pauli-Spinoren &% eine sehr einfache Form hat; sie besteht einfach in der Trans-
formation der Argumente p— P p = —p ohne eine zusitzliche Matrixmultiplikation auf
(iem C? 22 @ (2. Dieses ist eine Eigenart der von uns speziell verwendeten Einbettungen
T£(p;m) unter Verwendung der Wurzeln /o (p). Desweiteren ist zu beachten, daf§ die
negative Komponente £~ = £” mit

§2r(=Dp —P2) = =7 E21 (P 1) (2.127)

unter dem Vorzeichenwechsel im Argument die umgekehrte Paritit —= besitzt.
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Wir fassen zusammen:
Die Einbettung von total antisymmetrischen 2 x 2 x 2-Amplituden E}} M, T.Mp,s+ und

§r—n M T Myp,S* mit den oben beschriebenen Eigenschaften und Transformationsverhalten liefert
eine total antisymmetrische 4 x 4 x 4-Amplitude

© M, 5% (P DY) = T (D ) €3 g, vt 50 (Bos PN + T (B0 BY) €5 ag, 700,57 (o )
(2.128)
mit dem richtigen Transformationsverhalten einer Salpeter-Amplitude fiir ein Baryon mit den
Quantenzahlen J™, My, T, My, S*.
Das Transformationsverhalten dieser Amplituden &+ entspricht genau dem einer nichtrelativi-
stischen total antisymmetrischen Baryon-Wellenfunktion, wobei ¢ die Paritiit = des Baryons,
£~ dagegen die umgekehrte Paritit —n besitzt.
Fiir die Konstruktion einer geeigneten total symmetrischen Baryonbasis zur numerischen Losung
der Salpeter-Gleichung kénnen wir also auf die im nichtrelativistischen Quarkmodell fiir Baryo-
nen verwendeten Techniken [21,26,25] zuriickgreifen. Eine solche nichtrelativistische Baryon-
Wellenfunktion &= ar, 7.3, s+ hat die allgemeine Form [21]

Erm My T Mp 5+ (Bp BN = D {[H¢§Lgﬁvﬁwhﬁ‘®[XdRSL;J®{¢£€1}hJSC96A}A

(e
RpRgREp

(2.129)
mit

° W;rL(ﬁpvﬁA)]RL die Impulsraum-Wellenfunktion mit Gesamtbahndrehimpuls L aus der ir-
reduziblen Darstellung Ry, der Permutationsgruppe Ss.

e [xs]p, die Spinraum-Wellenfunktion € C?@C?*@C? mit Gesamtspin S aus der irreduziblen
Darstellung Rg von Ss.

. { ﬂg*}R die SU(3)-Flavourwellenfunktion mit Isospin 7', 3-Komponente M7 und Stran-
r

geness S* aus dem irreduziblen Unterraum Ry der Ss.
e (4 die total antisymmetrische Colour-SU (3)-Singulett-Wellenfunktion.

Die Spin- und Impuls-Wellenfunktionen koppeln wie gew6hnlich mit Clebsch-Gordan-Koeffizienten
zum Gesamtdrehimpuls J, My d.h.

WL (o)) @ Xslay, = O (L My 3 S MslJ My) 971 a, (Bps ) X s (2.130)
M, Ms

Die irreduziblen Darstellungen der Permutationsgruppe Ss auf dem Impuls-, Spin- und Flavour-
raum werden zu einer total symmetrischen Darstellung § zusammengesetzt, d.h. man bildet die
Kombinationen Ry, Rg, Ry, fiir die gilt:

R ®@Rs®@ Rp =8 (2.131)

Die Tensorierung mit der total antisymmetrischen Colorwellenfunktion C 4 liefert dann eine total
antisymmetrische Gesamtwellenfunktion:

[RLORs @ Rpls 9 A=S@ A=A (2.132)

Im n&chsten Kapitel werden wir im Zusammenhang mit der numerischen L&sung der Salpeter-
Gleichung etwas genauer auf die Konstruktion von Baryonbasiszustdnden eingehen. Wir wollen
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an dieser Stelle das wichtige Resultat dieses Abschnitts noch diskutieren:
Daf wir die Konstruktion der total antisymmetrischen Basiszustdnde fiir die Salpeter-Amplitude
durch die Einbettung einer total antisymmetrischen nichtrelativistischen Baryonbasis der Form
(2.129) konstruieren kdnnen, ist ein ganz wesentlicher Aspekt unseres Modells! Betrachtet man
die experimentell gefundenen, tiefsten Baryon-Niveaus mit Quarkinhalten u,d und s, so las-
sen sich diese genau 18 Baryonen in ein Oktett mit Spin J = 1/2 und in ein Dekuplett mit
Spin J = 3/2 einordnen. Unter Beriicksichtigung der mdoglichen Spineinstellungen My gibt
es also insgesamt 56 tiefliegende, experimentell beobachtete Baryonzustdnde. Nimmt man nun
an, dafl diese Baryonen sdmtlich Grundzustandsbaryonen sind, deren Impuls- bzw. Ortswellen-
funktionen total symmetrische S-Wellen darstellen, dann muf§ nach (2.129) der Spin-Flavour-
Produktzustand total symmetrisch sein. Das nichtrelativistische SU(3) piqpour-Quarkmodell mit
den drei Flavourfreiheitsgraden u, d und s und dem 8-dimensionalen C? @ C? ® C2-Spinraum
liefert genau diese Anzahl von 56 total symmetrischen Spin-Flavour-Produktzustinden als in-
variantes 56-plett der Gruppe SU(6) x Sz (vergl. Abschnitt 3.1.4):

56§pin><Flavour — 2?’]&;]\4}\) ® 85\[4(1;}70]\12;) D 4§p2n @ 10§'lavou7’ . (2133)
Das nichtrelativistische Quarkmodell besitzt also genau die Anzahl der Freiheitsgrade, die zur
Beschreibung der experimentellen Situation gebraucht wird.
In einem relativistischen Quarkmodell werden i.a. die 3-Quark-Zustdnde mit 4-komponentigen
Dirac-Spinoren, anstatt mit Pauli-Spinoren gebildet. Nun besitzt ein Dirac-Spinor doppelt so
viele Freiheitsgrade wie ein Pauli-Spinor. Neben der Spinausrichtung besitzt ein Dirac-Spinor als
weiteren Freiheitsgrad die sogenannte Helizitdt, d.h. man unterscheidet rechts- und linkshindi-
ge Spinoren, welche Eigenzustinde von 4° zu den Eigenwerten %1 sind. Der relativistische,
64-dimensionale 3-Quark-Spinraum hat damit wesentlich mehr Freiheitgrade, so dafl man in
einem relativistischen SU(3)-Quarkmodell mehr Multipletts erhdlt [16,17,20] als im nichtrela-
tivistischen. Das widerspricht der experimentellen Situation. Um den Widerspruch zu beheben,
werden in [16,17] nur diejenigen Spin-Amplituden x beriicksichtigt, die im Ruhesystem der
Bedingung

(v = 1ge) x =0 (2.134)

in allen drei Indizes geniigen und damit den nichtrelativistischen Spin-Amplituden entsprechen.
Einen solchen Kunstgriff brauchen wir in unserem Modell nicht zu unternehmen, da die Ent-
sprechung mit den nichtrelativistischen Pauli-Spinoren in natiirlicher Weise aus der durch A*T++
und A7~ gegebenen Projektorstruktur der Salpeter-Gleichung folgt!

Streng genommen haben wir einen solchen Kunstgriff aber auch getan, ndmlich indem wir
den irreduziblen 2-Fermionen-Wechselwirkungskern K(2) von vornherein vernachlissigt haben:
K@) = 0. Wird K®) in der instantanen Niherung und bei der Reduktion der Bethe-Salpeter-
Amplitude zur Salpeter-Amplitude mitberiicksichtigt, so erhilt die Salpeter-Amplitude sdmtli-
che Anteile @FF2(F)s = A(E1F)2(F):d, die i.a. aus Mischungen von Spinoren positiver und
negativer Energie bestehen. Wir bekdmen also die oben genannten Schwierigkeiten mit zu vielen
Freiheitsgraden. Dieses ist also eine nachtriigliche Motivation fiir die Vernachlissigung von K (2.



Kapitel 3

Die Numerische Losung der
Salpeter-Gleichung

In diesem Kapitel beschreiben wir die Methode, mit der wir das Eigenwertproblem

H @y My 1 Mps = M Pur v T My, S*

fiir ein Baryon mit den Quantenzahlen J™, My, T, My, 5* in der Praxis 16sen. Die Idee ist, die
total antisymmetrische Baryon-Wellenfunktion ® j= ar, 7,1, 5+ nach einer geeigneten endlichen
Basis zu entwickeln. Wir nehmen dazu an, daf§ der von dieser Basis aufgespannte Konfigura-
tionsraum grofl genug gewihlt werden kann, um konvergente Losungen zu erhalten.

Wie diese Basis zu konstruieren ist, ist nach dem letzten Abschnitt klar:

Auf der Ebene der 2 x 2 x 2-Amplituden wird in vollkommener Analogie zum nichtrelativi-
stischen Quarkmodell [21,26,25] eine total antisymmetrische Baryonbasis konstruiert. Fiir die
Impulswellenfunktionen werden wir dabei die Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators ver-
wenden, die viele Eigenschaften haben, welche die Berechnung von 3-Teilchen-Matrixelementen
technisch stark vereinfachen.

Die Basis fiir die volle Salpeter-Amplitude bekommen wir schlielich durch Anwendung der
Einbettungsoperatoren T%.

Durch diese endliche Entwicklung der Salpeter-Amplitude werden wir auf ein reelles, her-
mitesches (also symmetrisches) Eigenwertproblem in Matrixform gefiihrt, dessen Losung mit
Standard-Diagonalisierungsverfahren trivial ist.

3.1 Die Konstruktion der nichtrelativistischen 2x2x2-Baryonbasis

3.1.1 Die Colour-Wellenfunktion

Die Colour-Symmetriegruppe ist die Gruppe SU(3). Fiir die explizite Konstruktion der Colour-
Wellenfunktion benutzt man die fundamentale dreidimensionale Darstellung 3 (|r), |g),|b)) der
Coulour-SU (3)-Gruppe. Die Ausreduktion des dreifachen Tensorproduktes nach irreduziblen
Darstellungen der Permutationsgruppe Ss liefert ein total symmetrisches (S§) Dekuplett 10,
das gemischt symmetrische (Mgs) und gemischt antisymmetrische (M 4) Oktett 8 und das total
antisymmetrische (A) Singulett 1:

30323 =105 8y, D8y, D1la (3.1)

Nun sind in der Natur ausschlieilich farbneutrale, d.h. Colour-Singulett Zustdnde realisiert. In
der Ausreduktion (3.1) stellt also nur die total antisymmetrische Darstellung 1 4 einen physika-

42
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lischen Zustand dar. Dieser ist in der fundamentalen Darstellung gegeben durch

1 .
Chp = — €ijk |CZ> ® |C]‘> ® |Ck> mit ¢;, ¢j, ¢ € {r,g,b} . (3.2)

V6

Die Kopplung zweier Quarks im Colour-Raum
323=633 (3.3)

liefert ein Colour-Sextett 6 und das Anti-Triplett 3. Nur das Anti-Triplett 3 kann mit einem
dritten Quark zu einem Singulett koppeln, weshalb im Baryon die Quarkpaare jeweils Anti-
Triplett-Zustinde bilden.

3.1.2 Die Spin-Wellenfunktionen

Die Symmetrie-Gruppe fiir den Spin der drei Quarks (Fermionen) ist die Gruppe SU(2). Durch
die Ausreduktion
20202=45D2m, D2M, (3.4)

des dreifachen Tensorproduktes der Fundamentaldarstellung 2 mit

L T

nach SU(2) x S erhdlt man das total symmetrische (S§) Quartett 4 und das gemischt sym-
metrische (Mg) sowie das gemischt antisymmetrische (M4) Dublett 2. Eine total antisym-
metrische (A) 3-Teilchen-Spin-Wellenfunktion existiert nicht! Die Basiszustdnde werden in der
bekannten Weise durch Clebsch-Gordan-Kopplungen der Spins realisiert, so dafl die allgemeine
Spin-Wellenfunktion darstellbar ist durch

S

S12
1S, 1y, Ms) = H|%> ® |%>] ® |%>] , (3.6)
Mg

wobei S der Gesamtspin, Sy der gekoppelte Spin von Teilchen 1 und 2 und Mg die 3-Komponente
des Gesamtspins ist. Dann gilt im einzelnen fiir die irreduziblen Darstellungen mit Ss-Symmetrie

Rgs:

‘ Darstellung ‘ S3-Symmetrie Rg ‘ S ‘ Si2 ‘

4 S 211
2 Ms 511
2 M4 210

3.1.3 Die Flavour-Wellenfunktionen

Wir wollen in diesem Modell Baryonen mit den drei Flavour-Freiheitsgraden "up’ (u), ’down’

(d) und ’strange’ (s) beschreiben. Wir haben bereits erwdhnt, daf die SU(3)-Symmetrie nicht
exakt ist, sondern durch die groflere Masse des s-Quarks m,, < m, explizit gebrochen ist. Diese
Symmetrie-Brechung duflert sich in der Salpeter-Gleichung durch das Auftreten der Flavour-
Projektoren P, und P;. Die SU(2) @ U(1)-Symmetrie kann dagegen in der starken Wechsel-
wirkung in guter N&herung als exakt angenommen werden, weshalb der Wechselwirkungskern
invariant unter Flavour-SU(2) ® U(1)-Transformationen sein muf. Da die Projektoren P, und
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P; mit den Generatoren dieser Untergruppe vertauschen, ist die Salpeter-Gleichung dann inva-
riant unter SU(2) @ U (1)-Transformationen, so dafl der Isospin 7', die 3-Komponente des Isospin
M7 und die Strangeness S* 'gute’ Quantenzahlen der Baryonen sind. Zur Konstruktion einer
Basis mit diesen Quantenzahlen auf dem Flavourraum fassen wir die Zustidnde |u) und |d) zu
einem Isospin-Dublett zusammen und fassen |s) als Isospin-Singulett auf. In der Notation |¢, m)

ist dann:
1 1

W) =I5tz =155, I8 =10,0). (37)

Eigenzustédnde zum Isospin 17", M7 werden wieder durch SU(2)- Clebsch-Gordan-Kopplung kon-
struiert:

t(n) =1 Flavour n=u,d

t(s) =0 Flavours (3:8)

T
[(t1,t2,82) T, Thg, M) = [[[t2) @ [12)]72 @ Jr2)] |- it b = {

Mit diesen Flavourwellenfunktionen konstruiert man die 13 in der Tabelle 3.1 angegebenen
SU(2) @ U(1)-Flavour-Basiszusténde |1, T'9; S*>R}p2 mit definierter Symmetrie R}? bei Vertau-
schung von Teilchen 1 und 2.

| IT,T15;5)Rz = SU(2) @ U(1)-Flavourzustinde [T, T15; S™)p1a | 7| Tz | 5 | BF |
L10s, = [Imelm e’ Lo | s
1004, = [IWemPem]® so | o | 4
3,100, = [Imam] ]|’ S o | Sw
0,4 -Va = & ([[|n>®|s>]2®|n>} - [[|s>®|n>]2®|n>}0) 0| 5 | ~1] A
0.0, -4, = [Im) @) Cels)] 0 0 | -1 A
0.5-Ds. = & ([ImeFom ]+ [Inemiom]’) |o| b |-1]s
Lii-s. = & ([[|n>®|s>]2®|n>} + [[|s>®|n>]2®|n>}l) L g | —t]f Si
LL-Ds, = [In)emels] 1| =1 sw
Lh-a = & ([Imeitem] - Inomitem]) 1] 4| -1
5525 = 5 ([[|n>®|s>]%®|s>}%+ [[|s>®|n>]2®|s>}%) P3| 2| e
1.0i-2s, = [l o] Lo | -2 s
Lh-2a, = & ([Imemieln] - [[|s>®|n>]2®|s>}%) Plr | 2 A
0,0:=3)s, = [l el =l el ls) 0 0 | -3] S

Tabelle 3.1: SU(2) @ U(1)-Flavourbasis

Unter Beriicksichtigung aller jeweiligen Ladungszustinde bekommen wir insgesamt 27 Basis-
zustinde, die den gesamten 3-Teilchen-Flavourraum aufspannen. Jeder der 13 in Tabelle 3.1
aufgefiirten Zustidnde ist durch den Gesamtisospin 7', den aus Teilchen 1 und 2 gekoppelten Iso-
spin Ty, der additiven Strangeness-Quantenzahl S*, sowie der Sy-Permutationssymmetrie R}
der ersten beiden Teilchen eindeutig charakterisiert. Da die Isospin-SU(2)-Symmetrie in der
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starken Wechselwirkung exakt ist, brauchen wir zwischen den verschiedenen Ladungszustdnden
(M) innerhalb eines Isospin-Multipletts nicht unterscheiden!

Diese Zustdnde haben jedoch keine definierte Symmetrie unter Permutationen der Gruppe Ss.
Flavour-Zustinde definierter Ss-Symmetrie bekommen wir durch die Ausreduktion der dreifach
tensorierten fundamentalen Darstellung der Flavour-SU(3)-Gruppe in die irreduziblen Darstel-
lungen der Permutationsgruppe Ss, wie im Fall der Colour-SU (3)-Gruppe:

303®3=10s @ 8, ©8r, D1y (3.9)

Die Zusténde [T, S*)r, der einzelnen Multipletts mit Permutationssymmetrie Rr und den de-
finierten Quantenzahlen 7" und S* stellen sich als Linearkombinationen der SU(2) @ U(1)-
Basiszustande |1, T, S*}R}pz aus Tabelle 3.1 dann wie folgt dar:

e total symmetrisches Dekuplett 10g

rr = Linearkombination aus Tab. 3. adungszustidnde
T, S*) R, Li kombinati Tab. 3.1 T | S* | Ladung d
505 = +13,1;0)s, 210 | ATFAT AP A-
L -1)s = +\/i 1,5 = Dsi + f L1 =1)s, | 1] -1 ¥Fuoys
|27 2>$ = +\/>|2727_ 512+\[|27 7 512 % _2 E*O E*_
|0,-3)s = +]0,0;-3)s,, 01| -3 Q-
e gemischt symmetrisches Oktett 8,
|T,5*)r, = Linearkombination aus Tab. 3.1 T | S* | Ladungszustédnde
|%70>Ms = _|%71;0>512 % 0 P n
|17_1>Ms = +\/i|1727_ )S12 — \/7|1 L =1)s,, L] -1 DRV
|07_1>Ms = +|0727_ >512 0] -1 Ag
b0 = 31 g Den t 3150 s, [ 3] 2] =0 =
e gemischt antisymmetrisches Oktett 8,7,
|T,5*)r, = Linearkombination aus Tab. 3.1 T | S* | Ladungszustédnde
500, = +3,0:0)4, 5| 0 p
11, =V, = +[1,0;—1)4,, 1| -1 30 %-
|07_1>MA = +\/§|07%;_1>A12 - \/g|070;_1>¢412 0 -1 Ag
LDy, = +55-2a4, 312 =0 =
e total antisymmetrisches Singulett 1 4
|T,5*)r, = Linearkombination aus Tab. 3.1 T | S* | Ladungszustédnde
0,004 = +/210.5-Da, —/510,0:-1)4, | 0| -1 A9

Diese Zustdnde mit definierter S3-Permutationssymmetrie werden, wie im folgenden gezeigt,
zur Konstruktion der total antisymmetrischen 2 x 2 x 2-Baryonbasis benutzt.

3.1.4 Die Kombination von Spin und Flavour

Im n&chsten Schritt werden aus den Spin- und Flavour-Wellenfunktionen Produktwellenfunk-
tionen definierter Ss-Symmetrie konstruiert. Bisher haben wir die Spin-Wellenfunktionen nach
irreduzible Darstellungen von SU(2) x S5 und die Flavourfunktionen nach irreduziblen Darstel-
lungen von SU(3) x Ss klassifiziert. Die Produktzusténde sind also irreduzible Darstellungen von
SU(2) @ SU(3) C SU(6), die wir nun wieder nach irreduziblen Darstellungen von SU(6) x S
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ausreduzieren kénnen. Die Ausreduktion der dreifach tensorierten fundamentalen Darstellung
6

6066 =>56s5DT0y, D70y, D20y (3.10)
liefert das total symmetrische 56-plett, das gemischt symmetrische und gemischt antisymme-
trische 70-plett, sowie das total antisymmetrische 20-plett. Die Zustdnde der einzelnen Multi-
pletts berechnen sich folgendermaBen aus den Zustédnden der Spin-SU(2)- und Flavour-SU (3)-
Multipletts [26]:

565 45 © 10g XsPs
2(Ms, M) © B(ag, M) % (XMsPMs + XM, DM y)

700/ 45 @ 8, XSPMs
2y, @14 X XM, PA
2004, Ms) @ B(MuMs) 5 (XMLPMA — XMsPMs)
2y, © 10g XMsPs
(3.11)
T0n, 45 @ 8, XSO,
20 @14 X XMsPA
2(MS7MA)®8(MS7MA) E (XMS¢MA+XMA¢MS)
2p, ©10s XMAPs
204 45 @14 XsPA

1

2(Ms,Ma) @ B(MuMs) g (XMsOM, — Xar, D)

Hierbei bezeichnet x die Spin- und ¢ die Flavourfunktion.

3.1.5 Die Impuls-(Orts-)raum-Wellenfunktionen

Fiir den Impulsanteil der 2 x 2 x 2-Baryonbasis wihlen wir die Eigenfunktionen des quan-
tenmechanischen harmonischen Oszillators fiir drei Teilchen gleicher Masse im Ruhesystem.
Diese Osrzillatorbasis hat viele giinstige Eigenschaften, die die Berechnung von 3-Teilchen-
Matrixelementen drastisch vereinfachen [31]. Zu der wichtigsten Eigenschaft der Oszillatorfunk-
tionen gehéren die sogenannten Talmi-Moshinsky-Transformationen, die auf der Oszillatorbasis
den Wechsel von einem Satz Relativkoordinaten in einen anderen Satz beschreiben, der durch
zyklische Permutation der Teilchenindizes aus dem ersten Satz hervorgeht. Die Osrzillatorbasis
mit ihren Eigenschaften wird im Anhang D ausfiihrlich beschrieben.
Unsere Impulsraum-Basiszustdnde als Funktion der Relativimpulse p, und p) sind gegeben
durch
1 1 L
ol L) = (B las L) = (21" (6, (7) © 6,0, )]

1

= e By (7D B (5D V60 0 YL ()], - (3.12)

Hierbei sind die Rgl(.) die reellen Radialfunktionen des quantenmechanischen (1-Teilchen-) Os-
zillators. Die genaue Definition dieser Funktionen ist im Anhang D angegeben. Die Funktionen
Y1, sind die gewohnlichen Kugelflichenfunktionen. Die Drehimpulse /, und [\ der beiden Os-
zillatoren ¢,,;, und ¢, ;, sind mittels Clebsch-Gordan-Kopplung zum Gesamtdrehimpuls L
gekoppelt:

1 L 1 1
5 005, 0] = 5 sl ma LMY 6 (5) 6, () - (313)

Mp, M)

1
E
¢np[p pMp
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Die Osrzillatoreigenfunktionen sind charakterisiert durch:

e L: Gesamtdrehimpuls aus der Kopplung der Relativdrehimpulse /, und /,,also

L=0+0, dhl|l,-0L] <L <Il,+1, (3.14)

e N: Energiequantenzahl
N=2n,+1,+2n,+ 1, (3.15)
e «a: Die verschiedenen mit (3.14) und (3.15) vertriglichen o = (n,,{,, ny,()\) indizieren

die Oszillatorzustdnde des Unterraumes ¢ (N, L) mit gleichem N und L durch. Diese Un-
terrdume sind gerade die invarianten Darstellungsrdume der von (12) und (123) generierten
Permutationen I1 € S3. Die Gréfie des Unterraumes ist hierbei gegeben durch

. L4+ 1)(N—-L+2)(N—-L+4) falls N— L gerade
—_ 0!8
dim U(N, L) = { L (N-L+1)(N-L+3) falls N — L ungerade (3.16)
e [3: Oszillatorparameter. Dieser skaliert die Oszillatoreigenfunktionen gemif
L 5 L
oL B eol ] =@l emeanen| - e

[ wird spiter als Varitionsparameter zur Anpassung der endlichen Basis verwendet.

Die Paritit 7 der Oszillatoreigenfunktionen ist gegeben durch N, so dafi 7 = (= 1)V = (=1)l*h,
Die 2 x 2 x 2-Baryonbasis mit Paritit # = 41 enthilt also nur Oszillatorfunktionen mit ge-
radem N, die Baryonbasis mit # = —1 dagegen nur Oszillatorzustdnde mit ungeradem N.
Mit der Definition (3.12) der Impulsraum-Oszillatorbasis! bekommen wir im Ortsraum durch
Fouriertransformation die entsprechenden Oszillatorbasiszustinde

L

(5. s 101y = [ éf)g (if:;g (5) 60, (50)]

(1 )2np+lp+2m+h |:¢gp p(ﬁ) @ (bnxlx(_))}; - (l) [ np p(ﬁ) ® (bnxlx(/\ } - (318)

Die Oszillator-Basiszusténde (3.12) bzw. (3.18) besitzen jedoch keine definierte Symmetrie unter
Permutationen Il € Ss. Die explizite Konstruktion von 3-Teilchen-Oszillatorfunktionen mit
definierten Symmetrien Ry, = S, Ms, M4 und A wird im Anhang D.5 skizziert (siehe auch
[21,31]).

Da die Unterrdume U (N, L) die invarianten Darstellungsrdume der Permutationen Il € Ss sind,
miissen die Oszillatorfunktionen zu gegebenem N und L und definierter Symmetrie Ry, durch
Linearkombinationen der Oszillatorzustdnde (3.12) aus diesem Unterraum gegeben sein:

(27) €PrPeiPa-A [bep L o

nolp

L
. R; NL
<p/)7p/\|04;LM>RL = (277)3 ; :[ CanPnAlA |:¢ﬁ ( ) (bnxlx( ) v ) (319)
TplpT Xt

wobei « = ny,l1,n9,ls mit 2ny + 1 + 2no + I3 = N. Die Koeffizienten C’le ]XXLIX sind im
wesentlichen Brody-Moshinsky-Klammern (siehe Gleichung (D. 70)) Die entsprechende Glei-
chung gilt ebenfalls im Ortsraum mit denselben Koeffizienten CHLNL —ynd den Ortsraum-

Np { 71)\[)\
Oszillatorzustdnden (3.12).

'Im Gegensatz zur Konvention im Anhang D.2 lassen wir die Phase (—i)N in den Impulsfunktionen fort;
stattdessen erscheint die Phase (i) im Orstraum !
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3.1.6 Die total antisymmetrischen Baryonbasiszustinde

Die Spin-, Flavour- und Impuls-Wellenfunktionen mit definierten S3-Symmetrien kénnen nun
zusammen mit der total antisymmetrischen Colour-Wellenfunktion zu total antisymmetrischen
Baryonbasiszustinden zusammengesetzt werden: Ry ® Rs ® Rp ® A = A. Wegen der Anti-
symmetrie der Colour-Wellenfunktion muf} der restliche Teil der Baryon-Wellenfunktion total
symmetrisch sein: Ry, @ Rs ® Rp = §. Daraus folgt, daf§ die in Abschnitt 3.1.4 konstruierten
SU (6)-Spin-Flavour-Wellenfunktionen definierter Symmetrie mit Oszillatorfunktionen dersel-
ben S3-Symmetrie kombiniert werden miissen: Rs ® Rp = Ry.

Die total antisymmetrischen 2 x 2 x 2-Baryonbasiszustdnde zu vorgegebenen Quantenzahlen J™,
My, T .Mt und S* sind dann gegeben durch eine Linearkombination der Produktzustidnde:

IN, (LS)J™=CD" My T My, %) 4 =
S CREEE Nla,Lyr, @ 1S)RDy, © ITMr, SR, @ [C)a . (3.20)

R; @Rg®Rp=S
o

Die Koeffizienten C’fﬁgf@p sind hierbei durch die Gleichungen (3.11) und (3.19) bestimmt.

3.2 Die Formulierung der Salpeter-Gleichung als Matrixglei-
chung

Zur Formulierung der Salpeter-Gleichung als Matrixgleichung wird die Salpeter-Amplitude
_ ot -
Qg My T M5t = Par ar, T aipse T Por v Ty S
mit
+ _ AT _ et
(I)J”,MJ,T,MT,S* = A Qyx My T My =T gJ”,MJ,T,MT,S*
Qor v, rmpsr = AT Cur st =TT g st

nach einer Basis entwickelt. Seien dazu die nichtrelativistischen 2 x 2 x 2-Basen {&/™}; mit
den Quantenzahlen? .J, 7, My, T, My, S* und {£"}; mit den gleichen Quantenzahlen aber
umgekehrter Paritdt —7 gegeben, nach denen wir die 2 X 2 x 2-Amplituden E}'ﬁ M, T.Mp,s+ und

E;_W M T My, 5" entwickeln kénnen:

o0 o0
+ _ + et - _ —
Sty nse = 2 G & G s = D07 &7 (3.21)
=0 =0

Durch die Einbettung dieser Basisfunktionen
of =TT, e =TT (3.22)

erhalten wir die zueinander orthogonalen 4 x 4 x 4-Basen {¢F }; und {¢: }; mit den Quantenzah-
len des Baryons. Diese erlauben dann die Entwicklung der positiven und negativen Komponente
der Salpeter-Amplitude

o0 o0
+ _ + ot — it + ot
ey rpse = D4 ¢F =T (Zai §; ”) :
=0

=0
OFr ap Tatpse = D0 ¢ =T (Zaf 5{”) (3.23)
1=0 =0

?Die Kennzeichnung der 2 x 2 x 2-Basen {é’li”}, mit den Quantenzahlen J, M;, T, My, S* lassen wir der
Ubersichtlichkeit halber fort; zur Unterscheidung der beiden Basissidtze geben wir lediglich ihre verschiedenen

Parititen 7 an.
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und damit der gesamten Salpeter-Amplitude
Oty T s = Y af oF + ) a7 o (3.24)
=0 =0

Diese Entwicklung wird in die Salpeter-Gleichung eingesetzt:

H @y= my1Mpss = M Pyrov 1 My, S*

=

SoH T af + Y H o ar MY éfaf + M Y ¢ af
J 7 7 7

Skalarmultiplikation von links mit einer Basisamplitude positiver Energie qbz' bzw. negativer
Energie ¢, fiihrt wegen der Orthogonalitit (¢7[¢7) = <q§,;|q§j’> = 0 auf die Gleichungen

J

DR OT) af + D (oM o7) af

DA Ty af + D Aok H o7) a7 = MY (of|o}) af
7 J

J

MY (gpler) ai - (3.25)

Diese Matrix-Gleichungen kénnen wir in kompakter Blockmatrix-Schreibweise darstellen:
Htt Ht— at NTT 0 at

1 2 1 2 17 1 t 2 27 _ s s
HP = (6 1 605) = (67 T8 ] 0 TR wnd N = (6107) = (657167
(3.27)

mit

Wiéhlen wir die Basen {5?”}2' und {£;"}; als Orthonormalbasen, d.h.
NG = (65 167) = (&I = g, (3.28)

so schreibt sich die Salpeter-Gleichung wie ein gewdhnliches Eigenwertproblem fiir eine Matrix:

(Zi Zi)(gf):M (Zj) (3.29)

Die Salpeter-Amplitude fiir das Baryon mit umgekehrter Paritdt aber sonst gleichen Quanten-
zahlen entwickelt man entsprechend:

(I)-IJ——”,MJ,T,MT,S* = Zd;f (T+ 5i_7r) und (I)E—W,MJ,T,MT,S* = Z%— (T_ ﬂﬂ) . (3.30)
=0 =0

Man bekommt analog zu (3.29) die Matrixgleichung

() ()2 () o

+)1(4)2 —(£)7 f b e—(£)om
(" ))kf@( W) @] g g W2y (3.32)

mit

—T
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Mit der Forderung (2.48) aus Abschnitt 2.4.3 an den irreduziblen Wechselwirkungskern V und
der daraus folgenden Symmetrie (2.54) fiir den Salpeter-Hamiltonian #

7 @59 01 Ve B )] =0 = [ 0% 0% K] =0, (3.33)
erhdlt man unter Verwendung der leicht nachpriifbaren Beziehungen
T* = £1%° 1% ©7°7° TF baw. (TH)" =+ (T%)"4%° © 1%7° @ 1%° (3.34)
fiir die Matrixblocke in (3.31):

(H&)l(i)z)kj _ <g;<i>1”|[T<i>1}T%T<i>2g;<i>ﬂ>

— (@)1 (€ B [T EN] 1909 04097 @407 A T By

= —@® {T‘(*)T% 707 © 7°9° @ 409® T(H2g; (27

= ()1 (@) (I [T En] T )

= (@) (@) (HE ) (3.35)

Damit sind die Blockmatrizen in der Matrixgleichung (3.31) fiir das Baryon mit entgegenge-
setzter Paritdt —7 durch diejenigen fiir das Baryon mit Paritdt 7 in (3.29) bestimmt:

HY gt- at ~H-— H-t at at

und die Matrixgleichungen (3.31) und (3.29) der beiden Paritdten sind dquivalent:

() () e

Ist also (a*,a™) der Eigenvektor zum Eigenwert —M fiir das Baryon mit Paritit =, so ist
(at,a”) = (a=,—a*) der Eigenvektor zum Eigenwert M fiir das Baryon umgekehrter Pariit
—m. Das ist genau das Resultat aus Abschnitt 2.4.3. Die Transformation ®j~ as, 7 a1,,5% —
D= v, r g5 = 70V @07 @9%9° @ ar, Mg, s+ entspricht in der Basisentwicklung dem-
nach der Transformation der Entwicklungskoeffizienten (a*,a™) — (a*,a”) = (a7, —a™). Die
Losung von (3.29) liefert uns somit simultan die Salpeter-Amplituden und Massen der Baryonen
beider Parititen 7 = £ 1.

Fiir die numerische Losung der Salpeter-Gleichung muf) die Basisentwicklung (3.24) natiirlich
endlich sein; wir beschrénken die Basis durch Vorgabe der Zahl verwendeter Oszillatoranregun-
gen N. Entwicklungen bis zu NV < 10 Oszillatoranregungen konnten von den uns vorhandenen
Rechnerkapazitdten bewiltigt werden. Gleichung (3.29) wird damit zu einer endlichen reellen,
symmetrischen Matrixgleichung, die mit numerischen Standardverfahren geldst werden kann.
Die Losung in dieser endlichen Basis liefert einen gendherten Eigenwert Mg und eine gendherte
Eigenfunktion ®g fiir die Salpeter-Gleichung. Diese Ndherungslésungen geniigen der exakten
Beziehung

(Ps|H Bp) = Mg (Pp|Pp) - (3.38)

Der Index 3 macht hier deutlich, daf§ die Ndherunglésungen ®5 durch die in den Basiszustédnden

f;tw’ f enthaltenen Oszillatorfunktionen vom Oszillatorparameter 3 abhingig sind. 8 stellt in
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diesem Zusammenhang einen Variationsparameter mit der Dimension MeV~! dar, der die ab-
solute Skala fiir die Impulsabh&ngigkeit der Basisfunktionen gemif3

E7 o) = 57 & TN B B ) (3:39)
festlegt. Die Salpeter-Gleichung kann in Form eines dquivalenten Variationsproblems
(P[HP)
S M[®] =6 ———F (3.40)
(@|®)
formuliert werden, wobei die Variation § iiber alle Funktionen ® # 0 mit der Nebenbedingung
(ATTT + A==~ — 1) & = 0 ausgefiihrt wird. Wenn man analog zu [27] die Zwangsbedingung

durch Einfiihrung von Lagrange-Multiplikatoren einbaut, zeigt man leicht, dafl in der Tat die
stationdren Zustdnde (3.40) von M[®] die Losungen der Salpeter-Gleichung (2.89) sind. Es ist
aber zu beachten, daf die gebundenen Zustinde i.a. nicht den Minima von M[®] entsprechen
miissen, denn zu jeder Lésung mit positivem Eigenwert M existiert eine Lésung mit dem nega-
tiven Eigenwert — M, so dafi das Spektrum nicht nach unten beschrinkt ist!

Entsprechend der Gleichung (3.38) machen wir den Varitionsansatz ® = ®5 mit M[®g] = Mg.
Die stationdren Punkte von Mg mit d/df Mg = 0 legen damit fiir jedes Baryon den Oszillator-
parameter 3 fest.

3.3 Die Berechnung der Matrixelemente

In diesem Abschnitt stellen wir dar, wie die Matrixelemente H,g;t)l(i)z) = <q§§€i)l|7{ ¢§i)2> des
Salpeter-Hamiltonian H mit

(" @) (ﬁpvﬁ/\) Z ppvp/\)

+ [ATT G5 AT (B )] @ @

d3p/ d3p/ B _
% 5 o V(0o Dx By ) (5, 7 (3.41)
(27)3 (27)

konkret zu Matrixelementen bzgl. der nichtrelativistischen 2 x 2 x 2-Baryonbasiszustdnde ff”
reduziert werden, um sie dann mit Hilfe von Drehimpulskopplungsregeln und dem Wigner-
Eckart-Theorem berechnen zu kénnen.

Zwecks einer kompakteren Notation definieren wir zundchst die Intgraloperation

(Ve) (ﬁpvﬁk)z/(;; (iﬂf V (Byr D, B ) @5, 7). (3.42)

Damit schreibt sich die Operation von H in der einfachen Form
ZH P4+ (ATTT+AT) @204 Ve (3.43)
Benutzen wir nun
{Cb: (ﬁmﬁx)} AT (5, ) = {Cbk (PmpA)r )

(67 (7 7)) AT =0

9
ot
2 H@)oL =+ wmel 2 == 2wl

ppvp/\ } ___(ﬁpvﬁ/\) = {(b]; (ﬁpvﬁ/\)yr

vap/\ } ___(ﬁpvﬁk) =0 3
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wobei 327, w(p;) analog zu 327, H(f5;) (siehe 2.78) definiert ist durch

2

dSow(@) =D wili) mit wi(F) = Y. w(@imp) [Pn@lr@ s,
=1 =1 fi=n,s
w2(ﬁ2) = Z w(ﬁ% mf2) []I}- @ Pf2 @ ]If] )
fo=n,s
wa(Pa) = Y, w(@mmp)[lr@lr@ Pyl .  (3.44)
fa=n,s

Dann erhalten wir explizit fiir die Matrixelemente der vier Blocke:

3

HEY = ) (oflw@)el) + (of v 0" 04" Vel) (3.45)
=1

HE = +ofh’@1°@1°Vey) (3.46)

Hot = +or 1’ @1°@1° Vel) (3.47)
3

Hi = =Y (dplw@e;) + (o 004" Ver) (3.48)
=1

Die Matrixelemente der kinetischen Energie in den Blécken Ht~ und H~1 verschwinden. Mit
qﬁj’ = T"’f}"7r und ¢; = T_fj_7r kénnen wir nun diese Matrixelemente durch die Skalarprodukte
(2.109) auf den Riumen der 2 x 2 x 2-Amplituden ¢£™ darstellen:

e Matrixelemente der kinetischen Energie in den Blécken HTT und H~~:

3 3 3
GElw()oF) = S (TEGE o GITHET) = Y (6 () [1%] 1% ¢
;M (BT ;< T (5) ) ;U () [ ]I )
3
= D A& lw(@ET) (3.49)
=1

e Matrixelemente der Wechselwirkung in allen Blécken HY+, Ht=, H=+ und H~~:

(S0 010 @10 VoER) = (TEE 0 0406 0 7 [TiE:ee])

+hw T " t)om

Die 2 x 2 x 2-Matrixelemente der kinetischen Energie haben eine sehr einfache Struktur, da
wegen [Ti]Jr T* = 1 die Einbettungsoperation komplett verschwindet. Die Struktur der Matrix-

elemente des auf die 2 X 2 X 2-Amplituden wirkenden Operators {T(i)l} ! Y0270 @270 V TH)2 ist
dagegen im Hinblick auf die numerische Berechnung wesentlich komplizierter. Diese Matrixele-
mente enthalten die Einbettungsoperatoren und neben der 6-fach-Integration des Skalarproduk-
tes ebenfalls noch die 6-fach-Integration der Operation (3.42). Die insgesamt 12-dimensionale
Integration kann i.a. nicht separiert werden, da der irreduzible Wechselwirkungskern V i.a. nicht
separabel ist.
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3.3.1 Die Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente
Die Struktur der Wechselwirkungsmatrixelemente

Um die numerische Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente zu vereinfachen gehen wir
wie folgt vor:

o I'iir den Wechselwirkungskern nehmen wir einen Faltungstypkern an, d.h.
V(ﬁmﬁ/\vﬁ;vﬁ//\) = V(ﬁl) _ﬁ)vﬁk _ﬁ//\) (351)

Ein solcher Faltungskern fiihrt im Ortsraum zu einer lokalen Wechselwirkung. Diese An-
nahme entspricht der ’Leiter-Ndherung’ des Wechselwirkungskerns, also der stérungstheo-
retischen Ndherung des Kerns durch seine niedrigste Ordnung. Wir werden sehen, dafl im
Fall eines Faltungskernes die Abhéngigkeit von den Koordinaten p,,p) und ﬁp,ﬁ& durch
eine Basisentwicklung separiert werden kann, was die numerische Berechnung der Matri-
xelemente enorm vereinfacht.

e Mit Hilfe der expliziten Darstellung (C.20) von /o (p) zerlegen wir den Wurzelausdruck

o (p)

= 5 Ut + gl ) 75) 552)

wobei p = p/|p| und f, g definiert sind durch

, w(pim) +m Iﬁl
J(Iplsm) Towm) g(|plym) = NEADICAOETDR (3.53)

und erhalten damit fiir die in (2.93) definierten 1-Teilchen-Einbettungsoperatoren: T (5 m):

P = {1 ) st + (1) i )

T (Fm) = %{( 1]12 ) Fptsm)lee — (Ez )g(lﬁl;m)ﬁ-ﬁ} - (3.54)

Um in dieser Zerlegung die Einbettungsoperatoren T'F darzustellen, definieren wir acht auf dem
Spin (C? x €? x C?*)-Impulsraum wirkende Operatoren Q:

Qo s mympy,myp) = f(Iiimp) g2 @ F(1Balymp) U2 @ F(IBs]; mp) T
01 (B s myympy,myy) = f(IBilmp) 12 @ g(|72l;my,) &P2 @ g(|Psl; my,) 7 Ps
Qs (s s myympy,myp) = g(pilimy,) 351 @ f(|pals mp,) 12 © g(|Psl; my,) 7 Ps
Qs (i, iy mpy,myp) = g(pilimp) 351 @ g(|Falimyp,) 351 @ f(|Fal my,) g
Qu(Fp s mympy,myp) = (Il mp) g2 @ f(I1al; mp) T2 @ g(|Fsl; my,) 3 Ps
Qs (7 s mympy,myp) = f(|ilimp) g2 @ g(|Balsmyp,) 351 @ f(|ps]; mp,) g
s, i mpmpymyp) = g(pilimp) 351 @ f(|p2ls mp,) Ige @ f(|Fal my,) g2
Oz (B Primpysmpy,myp) = gl myp,) 351 ® g(|F2ls my,) 552 @ g(|Pal; my,) &b

(3.55)

und damit die acht @-Operatoren auf dem Spin (C? x €? x €?)-Impuls-Flavour-Produktraum:

Qi) = Y QB Brimpmpy,mp) QP @ P, @ Py, (3.56)
f1.f2,f3
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Sie stehen iiber die folgenden acht Einbettungsmatrizen 7; : €2 x €% x 2 — C* x C* x C* in
direktem Zusammenhang mit den Einbettungoperatoren T¥:

we ki )i )e ()
ol ()
e () ) ()
e (i) () (1)
e gl )i e
el () ()
oe i)l o)
e R (@) e
Mit diesen Definitionen folgt nédmlich fiir die Einbettungen 7%:
TP, p\) = iﬁgi(ﬁmlﬁ)
=0
T (ppPN) = Z::Oe Tr—iQi(Pp, P) miteiz{i Eiigézi (3.58)

Die Impuls- und Flavourabhingigkeit der Einbettungen TF steckt jetzt nur noch in den auf
die 2 x 2 x 2-Amplituden wirkenden Operatoren Q;, wihrend die Einbettungsmatrizen 7 die
Abbildung des €% x €% x C2-Spin-Raum in den C* x C* x C* besorgen. Die Impulsabhingigkeit
in den Operatoren Q; ist durch die Funktionen f und g gegeben. Diese sind in Abbildung 3.1
als Funktionen von |p]/m dargestellt:

e Im nichtrelativistischen Grenzfall |p]/m < 1 (d.h. fiir grofile Massen m) gilt

s~ 1- () s 1 giim ~ 38 0. (3.59)

Die Einbettungen T* werden durch den Qp-Term in (3.58) dominiert. Qg selbst konver-
giert fiir |p;|/m — 0 gegen die Identitidt: Qg — Ig2 @ lg2 @ Ig2. Die anderen Operatoren
Q;, t # 0, welche g und damit &-p -Terme enthalten, sind unterdriickt. Spin-Bahn-Effekte
werden dadurch minimal.

e Im Grenzfall kleiner Massen, d.h. |p]/m > 1, werden f und ¢ gleich grof3

fim) ~ g(ilm) ~

% (3.60)
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In den Einbettungsoperatoren T% spielen alle acht Operatoren Q eine gleich grofie Rolle.
Die durch &-p -Terme hervorgerufenen Spin-Bahn-Effekte werden maximal.

Die Operatoren @Q; beinhalten somit die relativistischen Effekte in unserem Modell, wie bei-
spielsweise Spin-Bahn-Effekte. Die Konstituentenquarkmassen m als freie Parameter des Mo-
dells bestimmen hierbei die Stérke solcher Effekte wie Abbildung 3.1 zeigt. Mit dieser Zerlegung

1 _
/
1
T T _
fvg %_ g _
0 | | | |
0 2 4 6 8 10

3=

Abbildung 3.1: Die Funktionen f und g in den Einbettungsoperatoren TF als Funktionen des
Quotienten p/m; g beschreibt die Stirke von Spin-Bahn-Effekten.

der Einbettungsoperatoren erhalten wir schlieflich fiir die Matrixelemente (3.50) der Wechsel-
wirkung:

+ o (* +)y7 t ' +)pm
(S0 @70 @0 Vef?) = (| 11 10 @40 @40 ¥ [1E)26f527))

[ ok | d,  dY),
) 2n)° J or)? (or)?

17/ = — T — — T — — 2T
[ G )] [T (5 50] 70 @90 @90 V(5 — 5y — 5L TE2 (5, )€ (5, 55)

e [ Ay Py A, d
= 22 / (2r)® (277 / (2r)® (27)7

m=0n=0

) =0T Lo e . £)om
(5 O] 1@ (B OV 5 (B, = B B = 1) QulBs B (), 1)
(3.61)
wobei die Potentiale V(jr:rzl(j:z)z) sich folgendermaflen iiber die Einbettungsmatrizen 7; aus dem

Kern V berechnen:
Mit der Definition
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+1 firn=0,1,2,3

und 6715{—1 fiir n = 4,5,6,7

gilt:

Vimn (9 = P Py = P\) = V™" (B, — s Pr — DY)

Vo (5, = By = 53) = e VO (5, — 5, 5 — 3

Vo (B — B r — BN = e VU™ (G, — 5, By — 5Y)

Vo (B, — BBy — 92) = € e VO T (5, — 55y — ) (3.63)

Diese Potentiale aus den vier verschiedenen Blocken der Matrix H sind voneinander nicht un-
abhidngig : die Bedingung (2.48), welche die physikalische Interpretierbarkeit der negativen Ei-
genwerte von H gewédhrleistet, fiihrt zu den Beziehungen (siehe Anhang F.2)

Von = —Van  und Vo = Von (3.64)

Sei nun {n;}; mit n; : R*xR? — C?@0?0C? @ FQFQF ein vollstindiges Orthonormalsystem3
bzgl. des Skalarproduktes (2.109), d.h.

A, dp Lo Lo
<77k|77]> = /(277;)3 (277)3 [Uk(l’mb)]“?j(l’mb):5kj (365)
. t ; ;
S (B B (B )] = 27)° 89 (B, = 7)) 8 (B = PY) Tezacrec © Lroros.
J

(3.66)

Mit Hilfe dieser ON-Basis kann man die Koordinatenabh&ngikeit in den Faltungstyp-Potentialen

£)1(£
V(WZl( n)z (ﬁp — ]7;)7]7/\ - ]33) separieren, es gilt ndmlich

(£)1(L)2 , -
Vim (B, = P, P — PA\) =

SN i) | [ do d [ 0] VS G ) [ 0] @61

Dabei sind die Fouriertransformierten definiert durch:

En@d2 , v gy g iz e R B2 L
Ve = /(%)pa G €T ATV G g (3.68)
Lo $p, Py i inE o
w7 = | G oy P (3.69)

o1t d, d s oa a3
s(Py A = P —iBel =N [ (5, DT 3.70
{77 (p7 )} / (277)3 (277)3 € € [77 (ppvp/\)] ( )
Setzen wir diese Entwicklung der Faltungstyp-Potentiale in den Ausdruck (3.61) fiir Matrix-
elemente der Wechselwirkung ein, dann separiert die 12-dimensionale Integration in zwei 6-
dimensionale Integrationen und die Matrixelemente berechnen sich iiber eine Matrixmultiplika-
tion von drei Matrizen:

(@70 @ 1° @ 1° Vel
7

7
=2 > {ZZ (1N, me) e[V 55 (5, %) ) (sl O 5§*>2>} (3.71)
m=0 r s

n=0

#Diese Basis wird als Produktbasis durch Tensorierung der Orthonormalbasen des Spinraumes und des Fla-
vourraumes und des ON-Systems der Impulsraum-Wellenfunktionen gebildet.
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wobel
+) +)2 N N

v G X 0 = [dpay [ R VI G AN e
Somit haben wir durch die Annahme eines Faltungstypkerns und dem technischen Trick des
Einschiebens eines vollstdndigen Satzes {7;}; von Basisfunktionen die Separation der 12-dimen-
sionalen Integration erreicht. Ein Vorteil ist, dafl das Potential der Wechselwirkung (beispiels-
weise das Confinement-Potential) direkt im Ortsraum parametrisiert werden kann. Ein grofer
Nachteil ist allerdings, dafl zur numerischen Berechnung die Entwicklung nach diesen Basis-
zustdnden nach endlicher Zahl abbrechen muf}, was eine weitere Niherung darstellt.

Zur weiteren Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente <q§§€i)1 7 2~°®~° V¢§i)2> haben

wir als néchstes die drei in den Summanden <€,(€i)17r|Q;fn 77,,><77,,|V(f731(i)2 s (1s] D f;i)2w> der

Zerlegung (3.71) vorkommenden Matrizen zu bestimmen. Wegen

(€Il ) = (11 Qm ) (3.73)

(£)2

miissen nur die Matrixelemente (1,|Q, Ejiﬂ und <77,,|V(frzl n’ (7, X) ) ausgerechnet werden.

Wir werden im folgenden ndher auf die explizite Berechnung dieser Matrixelemente eingehen.

Sowohl die (nach Separation des Colouranteils) total symmetrischen Basen {7}y und {&; ™},

als auch die eingeschobene vollstindige Basis {n}r kdénnen als Linearkombination der Pro-

duktzustdnde

v, L3S, S12; JM s (t1, 2, t3) T, Thay M) = | [lov, L) @ |5, 512>]}{4J> @ |[(t1,t2,t3) T, Tiay M)
(3.74)

der in (3.12), (3.18), (3.6) und (3.8) definierten Oszillator-, Spin- und Flavour-Wellenfunktionen
geschrieben werden. Wir berechnen daher die Matrixelemente bzgl. dieser Produktzusténde.

Die Matrixelemente der Operatoren Q

Die Operatoren Q; separieren nach Gleichung (3.56) in den Spin-Impulsanteil @(ﬁp, DA; Mgy, Mfy, Mg)
und den aus den Projektoren bestehenden Flavouranteil Py @ Py, @ Py,. Folglich separiert das
Matrixelement bzgl.der Produktzustdnde (3.74):

<Oé7 L7 57 512; JMJ7 (th t27 t3) T7 T127 MT| Qi(ﬁ/ﬂﬁ/\) |O/7 L/7 Sl? 5127 Jle]? (t/17 t/27 té’)) Tl? T1/27 Mé“>

~ J
= Z (o, L @ (S, Sl2|]]{4j | Qi(Pp: Pxi mpyy mpy, mys) | HO‘/v L/> @19, Si2>]M’J>
f1.02,f3

((t1,t2,t3) T, Thg, MT| Py, @ Pp, @ Py, [(], 15, 15) T', 14, M7) (3.75)

Die Berechnung des Flavourmatrixelementes ist trivial. Die Projektoren P, und P; stellen auf
dem Isospinraum Tensoroperatoren der Stufe Null dar. Mit dem Wigner-Eckart-Theorem (E.30)
erhdlt man nach einfacher Rechnung;:

((t1,t2,t3) T, Thg, M| P, @ Pr, @ P, |(t1, 15, 5) T, T4, Mp)

= ([l @@l e ], 1P o Pe Py | [I6) @ 6] o )]

!

)

= orp 5MTM'T 5T12T1’2 57:17:'1 57:27:; 57537:;) 5751 t(f1) 57:2 t(f2) 5753 t(f3) (3-76)

T
My,

Das Matrixelement ist diagonal im Isospin T und aufgrund der Kronecker-4’s 5,51,5/1 5,52,55 5,53,%
ebenfalls in der Strangeness-Quantenzahl S*. Die zwischengeschobene Produktbasis {#;}; braucht
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daher nur Flavourzustinde mit dem Isospin T und der Strangenes S* des Baryons enthalten.
Um die Spin-Impuls-Matrixelemente der Operatoren 9, zu berechnen, schreiben wir die darin
vorkommenden Vektoroperatoren ¢ auf dem Spinraum und ¢(|p]; m) p auf dem Impulsraum zu
sphirischen Tensoroperatoren erster Stufe um (sieche Gleichung (E.8)) und interpretieren 12
und f(|p]; m) als sphirische Tensoroperatoren der Stufe 0:

o = g P m) = f(plim)
o = oy PHEm) = g(alim) -
1 ) B . 1 . o
W= Foslntio PLLGm) = Fglllm) 7 (4 0,)
(3.77) (3.78)

Hierbei haben wir die Notation p = p/|p| = (ps, Py, p.) benutzt.
Die nach Gleichung (3.55) in den acht Operatoren Q; vorkommenden Terme f(|p];m)1g2 und
g(|p]; m) &-p schreiben sich dann in der allgemeinen Form:

1 [0] sm) g2 fiir k=
() e Ptmml = gy w6

so dafl wir die Operatoren Q; durch den folgenden generischen Ausdruck beschreiben kénnen:

0 0.0 ky+ko+ks
Qk1k2k3 (ppvp/\§mf1,mjf27mf3) = (_\/g)
il Pl 0 [tk pliel (5 O 1 kel plisl (5 o]
X “U U P (P1;mf1)} & {O‘ 2@ P2 (pz;mh)} ] ® {U al ) plhs (PS?me)}
0

(3.80)

Die Zuordung der Réange kq, ko, k3 der Tensoroperatoren zum Index i der Operatoren Q; ist in
der folgenden Tabelle gegeben:

Indexivon Q; [0 ]1]2]3[4]5]6]7]|
3 ofoJ1JrJoJo]1]1
ks o[1]oft]ol1]o]1
ks o[1]1]ol1]o]o]1

Die Form (3. 80) der Operatoren Ok, koks zeigt insbesondere , daB sie Tensorenoperatoren mit

Rang 0 sind: Qk1k2k3 leka

Unter Verwendung des Wigner-Eckart-Theorems (E.30) stellen wir das Spin-Impulsraum-Ma-
trixelement der Operatoren Qg gk, (P Py, my,, my,) durch sein nicht mehr von den M-
Quantenzahlen abhingiges, reduziertes Matrixelement dar:

~ . . J!
([ L] @ (S, Stalliag, 1Ok b, (Bos B sy mpy )| [l LYy @ 157, S13)] 3y =

1 ~ S J
= 00 Sat, 0y ([ 11 © (S, S1all 11 Qi (B P gy g s ) [l 1) @117, 81217

(3.81)

Der Rang 0 der Q; fiihrt dazu, daf ihre Matrizen bzgl. des Gesamtdrehimpulses J und seiner
3-Komponente M; diagonal sind. Insbsondere mufl damit die zwischengeschobene Produktbasis
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{Mk}r nur Zustinde mit dem Gesamtdrehimpuls .J des Baryons enthalten.

Fiir die Berechnung des reduzierten Matrixelements fassen wir durch zweifache Umkopplung mit
Hilfe der Umkopplungsformel (E.27) die Tensoroperatoren ol¥l zu einem Spinraum-Operator und
die Tensoroperatoren Pl (p; m) zu einem Impulsraum-Operator zusammen. Die zwei bei dieser
Umkopplung auftretenden 9j-Symbole sind aufgrund ihrer 0-Eintrdge nach Gleichung (E.29)
elementar berechenbar und wir erhalten das Resultat

Qk1k2k3 (ﬁpvﬁ/\; Mg, Mgy, mfs) =

(_1)k1+k2+k3 Z ]%123 [ Hg[kl]® U[’Q]}[kw]@g[ks]

k12
k123

:| [k123]

0
(3.82)
mit 1%123 = \/2]6123 + 1.
Die Summationsindizes ki3 und ki235 geniigen dabei den Dreiecksungleichungen
|k1 — ka| < k1o < ki +ka, |12 — k3| < k123 < kg + ks. (3.83)
Die Operatoren
[k12] [k122]

] g glial] 12 o o] 51k (5 bl (5 2l kel

HU oo 2} @o 3] und HP H(p;my, )@ P (pz;mf2)] @ PVl (p3;my, )
wirken auf verschiedenen R&umen, ndmlich auf dem Spin- und auf dem (Dreh-)Impulsraum, so
daB nach Gleichung (E.32) das gesamte reduzierte Matrixelement in (3.81) in ein Spinraum-
und ein Impulsraum-Matrixelement faktorisiert:

~ .o J!
a, y 9212 ]{4J k01k2k3 Pos PAs Mg s Mgy, My a, y 212/ 1 pp?
([, L@ (S, S1allng, 19 ( [l 2y @ 15", S )

— (_1)k1+k2+k3 Sy 5MJM’J

] kia3+S+J+L’ L 5 J
Z ( ) S/ L/

k
12 123
k123

k123]

k [
(5,50l [ [ ot8) e 1] 7,1

Dlk1] (= Slka] (= [k12] 5 ka] = [k123] .
(a, L|| [[P H(prymy )@ P (pz;me)] @ P¥l(pa;my,) |/, LY. (3.84)

Entsprechend kann durch zweifache Anwendung derselben Gleichung (E.32) das reduzierte Spin-
Matrixelement berechnet werden, da die drei gekoppelten Operatoren olfil jeweils auf die ver-
schiedenen 1-Teilchen-Spinrdume wirken. Eine triviale Rechnung ergibt:

k [k123]
(S, S12]| Hg[kl]® U[kz]}[ 12]® U[kg]] ||S/7 S{2>

. U S12 % ) % % Stz
= ki3 k12 S Si2 S 512 512 % S’ % % Si?
kia k3 k123 ki ke ki

1

1, ,1 1, ,1 1
Gl NIS) G lot=15) Gllot 1) (3.85)
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G5 =vE  und (lle1) = VE. (3.56)
2 2 2 2
Im Impulsraum-Matrixelement wirken die einzelnen Operatoren Is[ki](ﬁi;mfi) auf demselben
Raum, ndmlich auf den gekoppelten Oszillatorzustinden. Die Zerlegung des reduzierten Impuls-
raum-Matrixelementes in reduzierte 1-Teilchen-Matrixelemente geschieht in diesem Fall nach
Gleichung (E.33) durch das Einschieben eines vollstindigen Satzes von Zwischenzusténden,
hier also von Oszillatorzustinden.
Die zweimalige Anwendung von (E.33) liefert das Resultat

R . R . [k12] = ~ [k123]
(LI |[PE s 0 P sz, P )|

P / L Lk L' L &k
= kia k123 (_1)k123+k12+L Z Z (_1)L{ ki ko LIHQI } { k12 ks Ll?/?)}

L”,O[” L///7OZ///
(, LIPEI Gy mg ) [, L) (@ L [PY (s g, ) |0, L) (0, L [PEY Gy g ), 1Y),
(3.87)

e/, L)

Die numerische Berechnung des irreduziblen Impulsraum-Matrixelementes in dieser Weise ist
natiirlich wieder nur ndherungsweise moglich, da in der Praxis nur ein endlicher Satz von Ba-
siszustdnden verwendet werden kann! Ein alternativer Weg zur Berechnung dieses 3-Teilchen-
Impulsraumelementes, der nicht iiber den Weg der 1-Teilchen-Matrixelemente fiihrt, besteht
darin, die sechsdimensionale Integration direkt auszufiihren:

Man entwickelt dazu den Integranden in der Variablen # = p,-p\ nach Legendre-Polynomen,
so dafl die gesamte Winkelintegration iiber p, und p, analytisch ausgefiihrt werden kann. Fiir
vorgegebenes I und L’ ist diese Entwicklung endlich. Die Entwicklungskoeffizienten werden
tiber numerische Integration bestimmt. Schliefilich mufi dann nur noch eine zweidimensiona-
le numerische Integration iiber |p,| und |p\| ausgefithrt werden. Es stellte sich aber heraus,
daf diese Methode numerisch (vor allem zeitlich) wesentlich aufwendiger ist, als der Weg iiber
die 1-Teilchen-Matrixelemente, wo letztendlich nur eindimensionale Integrationen ausgefiihrt
werden miissen, wie wir im folgenden sehen werden. Diese alternative Methode, die das redu-
zierte Impulsraum-Matrixelement im Rahmen der numerischen Genauigkeit exakt bestimmt,
stellt aber eine Moglichkeit dar, die Konvergenz und Genauigkeit des Einschiebens einer end-
lichen Zahl von Zwischenzustdnden in (3.87) zu kontrollieren [36]. Es zeigt sich, daff mit einer
angemessen grofien Oszillatorbasis die in dieser Arbeit nach (3.87) berechneten reduzierten
Impulsraum-Matrixelemente im Promillebereich von den exakten Werten abweichen.

Berechnung des reduzierten Impulsraummatrixelements fiir das 3. Teilchen

In dem von uns gewdhlten Satz von Jacobi-Koordinaten ist der Impuls des 3. Teilchens p3
ausgezeichnet, da er nur von dem Relativimpuls p) abhdngig ist: p5 = —\/gﬁ}. Die Berechnung

von (o, L"||PWel(fi3; m )| o, L') ist daher am einfachsten:
o, LIIPE Gy my, ) o, L)
Ly4l0] o Blks] 2 1ot 1ok
= (Upimgl @ s ma 15 @ PEI(—y [ 2 mp )| 11 mf) @ 15 n)] )
I, In L

~ ~ A N 2_)
= R LB B 1 e ) (1O o s ) )
0 ks ks
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ow LI Ih L 1
—_ _ L+lp+l +k3 ; A P
= (=1 A —Zp 01,11, { L'l ks }

2,
(L mp 1G5 ) (s mal PV (= [ S5 ) 24 ). (3.88)
3
Hier haben wir im ersten Schritt nach Gleichung (E.33) das gesamte reduzierte Matrixelement
in die zwei Anteile (I p,np||]l ||lp,n Y und (Iy; ny||PFel( \/7pA,mf3 J|I4; n)\) zerlegt. Das ist nur

fiir das Matrixelement von Tellchen 3 moglich, da nur in diesem Fall der Tensoroperator plka]
ausschliefilich auf den Raum der Zusténde |/y;ny) wirkt. Im n#chsten Schritt haben wir das
9j-Symbol nach Gleichung (E.28) zu einem 6j-Symbol vereinfacht. Man zeigt weiter:

. 1 !

( pvan]I Wmn ) =1p (L mpimpll, mp?nlp> = ip /0 dp, p?) prlp(pp) R ( p) =1, 5npn’

(3.89)
nach Gleichung (D.21), so daf
(, L||P¥I (s mp,) ||, )
2., L
(Ll © Gy a1 1) 0 Bl /gpk;mmn[|z;;n;>®|z;;n;>} )
A 2
= (e Ly b 0 Bl b e 2 1.
(3.90)

Fiir die Berechnung von (/y; nA|||5[k3](—\/gﬁA; my,)||l\; 7\ ) machen wir eine Fallunterscheidung:
° k3 =0:
Mit P! \/>pA,mf3 = f(\/g |Pal; my,) haben wir dann:

- 2
<zA;mnP[O](—/;mmf3>||zk,nk> (£ 2 13m0

= Dby [ B0 B 00 SO i) )
AuBerdem vereinfacht sich im Fall k3 = 0 nach Gleichung (E.26) das 6j-Symbol:
Iy L 1, |  (=1)htith
{ oo }_ Tr oni oL (3.92)

° k3 =1:
Mit Hilfe von Gleichung (E.10) stellen wir P durch die Kugelflichenfunktion Y; , dar:

A 2
Pl 2z = (/2 Il 2 Vi), (3.99)
Damit folgt:

- 2 2., 4 .
<mmnP[”(—@pA;mf3>||z;;n;> = (mallg(y)2 ) vl
) , N 9 % 2

= =I5 dpx px R4, (p2) Rn/h( ) 93 Pimy)
s ) 1 2
= (DN ( y A )/ dpy p3 nm( )R/ (p )Q(J;PA;%)?

(3.94)
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wobei wir im letzten Schritt fiir das reduzierte Matrixelement (/)||Y7(py)||l4) Gleichung
(E.36) benutzt haben:

. s oy /3 0L 1
<MM@M&=PNWAAVE(§3(J (3.95)

Wir setzen diese Resultate fiir (Iy; my||PHel( \/7pA, my,)||l4; 7)) in (3.90) ein und erhalten das
Endresultat fiir das reduzierte Impulsraum Matrixelement von Teilchen 3:

(o, LIIPYYps; mp ) o/, L'y = L Sppr 81,0, 81,00 Sy

00 1 )
T B o) B ) 50/ i)
(3.96)

NP [ L 1 L 1
<057L||P[1](p3;mf3)||Oél7L/> — ( 1)L+lp+1 LL/ l/\ l/\ (Sl l’ 5npn’ { I’ li\ k‘/; } ( 0 6\ 0 )

1
1 2
/ dpa pAka(m) Rl (p) g(@ PasMgy)
(3.97)

Zur Berechnung des reduzierten Impulsraum-Matrixelementes fiir Teilchen 3 ist also im wesent-
lichen nur noch eine eindimensionale numerische Integration der in (3.53) definierten Funktionen
f und ¢ notwendig!

Berechnung der reduzierten Impulsraummatrixelemente der Teilchen 1 und 2

Die Berechnung der reduzierten Impulsraummatrixelemente der Teilchen 1 und 2 ist in der
Weise, wie wir es fiir das 3.Teilchen getan haben, nicht mehr méglich. Die Tensoroperatoren
Is[kl](ﬁl; my, ) und |f>[k2](172; my,) sind ndmlich wegen p; = %ﬁp—l— %ﬁ} und ph = —%ﬁp—l— %ﬁ}
von beiden Relativimpulsen p, und p\ abhéngig. Wir kénnen aber jeweils durch Wahl eines neu-
en Satzes von Relativimpulsen (p,,, p)\,) fiir Teilchen 1 bzw. (p,,, p),) fiir Teilchen 2 erreichen,
daf in diesen Sétzen p; nur von der Relativkoordinate py,, bzw. ps nur von der Relativkoordinate
P, abhédngig ist. Diese neuen Koordinatensétze erhalten wir durch die sogenannten orthogona-
len Talmi-Transformationen des bisherigen Satzes (p,, p)\) (vergleiche Anhang D.4):

o Ausgezeichneter Koordinatensatz fiir Teilchen 1 (vergl. (D.55) und (D.58)):
7 13 7 2
Ppr ) _ T2 2 Pp = 7= _wj" 3.98
() -(E %) () = arfin o
o Ausgezeichneter Koordinatensatz fiir Teilchen 2 (vergl. (D.57) und (D.59)):

> _1 3 > 2
pr — 2 2 pp = Do — —\/j_) 399

1
2 2

w

Auf der Oszillatorbasis stellen sich diese Koordinaten-Transformationen in Form der Talmi-
Moshinsky-Transformationen (D.62) und (D.63) auf den durch N und L gegebenen end-
lichdimensionalen, invarianten Unterrdumen (gleicher Energie) dar (siche Anhang D.4).
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Das reduzierte Impulsraum-Matrixelement fiir Teilchen 1 schreibt sich nach dem Wigner-Eckart-
Theorem:

(o, LIPEI (G5 m, )|, L)

. 1 1 L
= <[<lp;np|®<zA;m|]L||P[’“]<7pp+Tm;mmn AT,

- (_1)L—M( it ql M,) [ &,

EAE %h@)]M Pl (i =i m) 00,7 © 0 (0]

L/

IR
AT M!

= Z Z nl)l plvn/\ll/\le|nPl/)7n/\l/\7 > <npll:)17n/\1 /\17L |np pvn//\llA§L/>3

npql !
nmlm npllpl
A1 tA oy
171 n>\ l>\

f o _ L -
(_1)lp+l>\+lp+l>\ (_1)L M ( v ql M’) /dppl P,

1 L 1 1
5 . 5 2, 5 . 5 .
|:¢ (ppl) ® (bnx 1(p/\1):|M P[kl](_\/;p/\l ; mfl) |:¢7flp1 l;l(pl)l) @ (b?f&ll&l(pAl)

npylpy

L/

M/

(3.100)

Im letzten Schritt haben wir die Integrationsvariablen p, und p\ durch den neuen Koordinaten-
satz (P, Pr,) gemdB der Talmi-Transformation (3.98) substituiert und auf der Oszillatorbasis
diesen Koordinatenwechsel durch die Talmi-Moshinsky-Transformation (D.62) dargestellt. Nun

ist
-1
(_1)L—M L kl L
-M q M

[ oo [0, 0) @ 07,5 )];ﬁ[k](—@@?mﬂ (o) @ 0, 5 N

M/
(3.101)

der vollausgeschriebene Ausdruck fiir das reduzierte Matrixelement (e, L||PE(Fs; m )| o, L'
von Teilchen 3 (mit Rang k und Masse my), das wir mit Hilfe der Gleichungen (3.96) und (3.97)
berechnen kénnen. Wir bekommen demnach das reduzierte Impulsraummatrixelement fiir das
erste Teilchen durch eine Talmi-Moshinsky-Transformation des entsprechenden Matrixelementes

fiir Teilchen 3, d.h.

(o, LIPMI (G m, )|, L) =

I I
(_1)lp+lk+lp+l Z Z npllpl7n/\ll/\l;L|nPlp7n/\l/\;L> <npll;)17n/\1 /\17L |np pvn//\li\;L/>3

"plﬁpl o1 oy
AL n/>\ l’>\1
x (o, LIP3 mg, )|l L), (3.102)
wobei oy = (n,,, 1,10, 0,) und of = (n],, 1} ,n) [} ). In analoger Weise zeigt man durch

die Talmi-Transformation (3.99) (P, 7)) — (Pp,.P),) und die zugehorige Talmi-Moshinsky-
Transformation (D.63) der Oszillatorzustdnde, da man die irreduziblen Matrixelemente fiir
Teilchen 2 ebenfalls durch eine Talmi-Moshinsky-Transformation der Teilchen-3-Matrixelemente
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<0‘27L|||5[k2](ﬁ?>§mf2)||0/2,L’> bekommt:

(o, L|||5[k2](ﬁ2?mf2)||0‘/ L'y =

I
p+l Z Z n/)2 pzvn/\zl/\va|nP P?n/\l/\v > <np212)27n/\2 /\27L |np pvn//\llA§L/>3

npalos mip, i,
LRVLPSY n& 132
X (=) (ay, LIIPP (5 my,) || o, L), (3.103)
mit oy = (np,,lpy, My, I,) und o = (n),, 10!\ 1 ).

Die Matrixelemente der Potentiale V'

Zur expliziten Berechnung der Matrixelemente <77T|V(frzl(j:z)2 (P, X)ns> sei der Wechselwirkungs-

kern im Impulsraum durch Summanden der folgenden Form gegeben:
VB, = 0, 0 = D)) = v(Bp — 5, o — Py) @@ lslo Ve (3.104)
mit

e v:R?xR® = R ein reelles, skalares, d.h. rotationsinvariantes Potential, welches implizit
eine Funktion nur der drehinvarianten Koordinaten |7,|?, |7x|* und 7,-p\ sein soll:

V(@ D) =000 D) s (@ @) = (515 D 4D - (3.105)
Insbesondere ist v dann auch gerade:
(=G, —\) = v(qp, ) - (3.106)

elMolhols :Cl'eCteC! - C'e ¢! @ C* die Spinstruktur (Dirac-Struktur) der
Wechselwirkung.

e Vr ein Operator, der die Flavourabhidngigkeit der Wechselwirkung beschreibt.

Mit Spinstrukturen, die den Bedingungen
MeTels, °@4°09° = 0, [elhols, 17 09%°©4%°] =@©.107)

geniigen, entsprechen dann die Wechselwirkungskerne der Form (3.104) den Forderungen (2.48)
und (2.36), die aus der Paritdtsinvarianz und der geforderten Symmetrie bzgl. positiver und
negativer Massen folgten. Im Anhang F.1 sind mdgliche Spinstrukturen aus Kombinationen
von 4 x 4-Matrizen der vier Typen

A, 0 0 A 0 A; A; 0
(5 () B (5 %) e

Typ 1 Typ 2 Typ 3 Typ 4

diskutiert, die diese Bedingungen erfiillen:

e Typ I: I'y,I'y und I's sind vom Typ 1
Beispiel: Tpe @ Tpa @ T

o Typ lI: Zwei der I'; sind vom Typ 2 und eines vom Typ 1
Beispiel: 70 ® 70 @ lpa + zykl. Permutationen.
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o Typ llI: Zwei der I'; sind vom Typ 3 und eines vom Typ 1
Beispiel: v%v° @ v%9® @ 14 4 zykl. Permutationen.

o Typ IV: Zwei der I'; sind vom Typ 4 und eines vom Typ 1
Beispiel: 75 ® 75 @ lpa + zykl. Permutationen.

Im Anhang F.2 ist dargestellt, wie sich solche oo @4—Dirac—Spinstrukturen nach der
Reduktion mittels der Einbettungsmatrizen T als C? @ C? @ C2-Spinoperatoren darstellen; wir

erhalten demnach fiir die gemé8 (3.63) definierten Potentiale v (Pp — Py ) — D))
+ — — — —
Vot (B, = 0, B — ) = 05, — Py — PA) DENE (T 0Ty @Ts) A1 © A2 @ A3 @ Vi
(3.109)

mit reellen, durch den Typ I...1IV der Dirac-Struktur bestimmten Koeffizienten D%z)l(i)r‘) e

I'y @ I's) € {—1,0,+1}. Von diesen insgesamt 64 Potentialen sind aufgund der geforderten
Symmetrien nur acht ungleich Null. Aulerdem folgen aus der Vertauschbarkeit von §); I'; mit
&, v°v° Zusammenhinge zwischen den Koeffizienten der vier Blocke (&) (2)a:

D, (Di@ly@ls) = —Dif( @l @ls) (3.110)
Doi(Ti@ly@ls) = DE (Ti@lels). (3.111)

Fiir die nach der Fouriertransformation (3.68) im Ortsraum parametrisierten Potentiale gilt
dann entsprechend

(B1(H2 ,, » I
Viomt (P, A) = v(p, ) D(i)l(i)2(rl @yels) A1 @A ® As @ Vi, (3.112)

mn

—

wobei mit (3.105) das fouriertransformierte Potential v(p, A) dann ebenfalls eine reelle, skalare,
d.h. drehinvariante Funktion ist:

— —

(AN = 0B R, (X = ol X2 R, (3.113)

Fiir den auf dem ? @ % ® @2—Spinraum wirkenden Operator A7 ® Ay ® Az folgt weiter aus
den geforderten Symmetrien von H:

e Hermitizitdt (2.38):

NMeorlerl = MMer,or; = AlegAleoAl=404,04; (3.114)

o Zeitumkehrinvarianz (2.46):

YV ey ey TTel el = T1elhols v’ 9y’ @'y
S cReRe ATQATRAL, = A1QA IR A3 eRe® e (3.115)

e Rotationsinvarianz:
[Su®5u®5u,F1®F2®F3]_:0 = [U®U®U7A1®A2®A3]_IO (3116)

AR AR A3=[AI R A ® Ag][o] ist daher ein Tensoroperator der Stufe 0.
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(£)2 e

Im Rahmen der Berechnung der Matrixelemente <77,,|V(frzl n (P, A) 1s) gehen wir kurz auf die

explizite Form der eingeschobenen Basis {7;}; ein:
Bei der Berechnung der der Matrixelemente (1,|Q, E;i)2> haben wir gesehen, dafl die Pro-
duktbasis {n;}; nur Zustinde besitzen muf, die Eigenzustinde zum Drehimpuls J, M; und den
Flavourquantenzahlen T, My und S* des Baryons sind. Ansonsten muf3 die Basis vollstindig
sein, also i.a. insbesondere Zustdnde mit beiden Parititen 7 = £1 und mit allen Symmetrien
der Permutationsgruppe S3 enthalten. Die von uns gew&hlte Basis wird daher einfach durch
direkte Tensorierung der Oszillatorzustdnde (3.12) bzw. (3.18), der Spinzustdnde (3.6) und der
in Tabelle 3.1 angegebenen SU(2) @ U(1)-Flavourbasiszustdnde gebildet, wobei der Spin S und
der Bahndrehimpuls L zum Gesamtdrehimpuls J gekoppelt werden:

0= s m iz = 1100 D) @18, S12)]ag,) © T, Tz, S™) sz - (3.117)
Zu gegebenen Quantenzahlen J, My, T, My, S sind diese Zustinde durch die Quantenzahlen
i=(a = (ny,lpyna, 1)), Ly S, Si2, T12, R}?) durchindiziert. In dieser Basis erhalten wir dann fiir

£)1(£
die Matrixelemente der Potentiale V(wzl( )2

(5N

(£)1(£) L
(Vw5 (5N ) = DENE:(D @ Ty @ Ty)
% ([, L] @ (S, S1al)3;, [0(5 X) A1 @ Az ® As| [Jo/, L) @ 18", S15)]3, )
X (T, Tia, S RE|VEIT, T1y, S R'F)

Dﬁnin)l(i)r‘) (Melyels)
11 -
X Oups bssr 7 g (o Dllo(7 Dlja, L) (5, Siall [4r © Az @ As]]1S, 51,)

x (T, Tyg, S*; RE|VE|T, Tly, S* R'%) (3.118)

Je nach Art der Symmetrisierung des 3-Teilchen-Wechselwirkungskernes bzgl. der Permutati-
onsgruppe S3 gibt es verschiedene Moglichkeiten, das lokale 3-Teilchen-Potential

— —

V(X7 N) = V(5N 6@ (5= ) DX = X) (3.119)
im Ortsraum zu parametrisieren:

1. Parametrisierung durch 2-Teilchen-Potentiale (skalares Potential und Dirac-Struktur wer-
den gemeinsam symmetrisiert):

V(X)) = v(|F— @) ToT o Igs VE? + o(|#, — #5)) Igs 9T @ T VY

Ho(|Fs — &) T @ Iga @ T VEY
VO (5, X) + V(5 %) + VD (5, X) (3.120)
mit I' vom Typ 1,2,3 oder 4.

2. Parametrisierung als 3-Teilchen-Potential (skalares Potential und Dirac-Struktur werden
einzeln symmetrisiert):

Vip, X) :v(|ﬁ]27|X|2,ﬁ-X) [F1®F2®F3]5ym ’ (3.121)

Hier kann v(|3]2, | X2, 7)) ein echtes 3-Teilchen-Potential sein, oder wiederum aus skalaren
2-Teilchen-Potentialen gemittelt sein.
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In dieser Arbeit werden sdmtliche Wechselwirkungen (das Confinement und die durch Instan-
tonen induzierte Restwechselwirkung) durch 2-Teilchen-Potentiale beschrieben. In diesem Fall

gestaltet sich die Berechnung der Potentialmatrixelemente <q§§€i)1 |7 ®27° @~ V¢§i)2> besonders
einfach, da unter Ausnutzung der totalen Antisymmetrie der Baryonwellenfunktionen qﬁf die
Wechselwirkung nur fiir ein Quarkpaar berechnet werden muf:
Seien Il;3 und Ils3 die Transpositionen, die sdmtliche Indizes und Koordinaten von Teilchen 1
und 3 bzw. 2 und 3 vertauschen, dann gilt wegen
M VOGN s = V(G X)), Ty VD (5 ) Ty = VO (5, X)
und H13 qb;i: = H23 qb;i: = _¢;§t7 (3122)

daf3

(O 170 @77 070 VOIS = (ML 140 @ 9% @4 VI e ?)
(

(
= (1020 @A VDl
<¢§€:|:)1|,)/0 ® ,)/0 ® ,)/0 V(31)¢;i)2> — <¢§€i H23 |P)/ ® P)/ ® P)/O V(12 H23¢§i)2>
= (6T @0 @0 VD) (3.123)

Damit folgt

(G 170070270 VG2 = (913110040040 VEVE2) = (4081140040040 7 12)gl2)2y
(3.124)
und schlieBilich

(G110 070 @1 Vo) = 3 (o 001 @4 VIR . (3.25)

Die Berechnung des Wechselwirkungsmatrixelementes fiir das Teilchenpaar 1,2 reicht also aus,
(12) (21272 1(j:l)2

so dafl auch nur die Matrixelemente V' nach (3.118) berechnet werden miissen:

(£)1(£)2 , , = 11
VIR (5N ) = DENER(C T @ 1) dppr dssr Os,s, i3
% (e, Ll[o(|1 — @al)||e, L) (S, Sia|| [A © Al @ T¢a]|S, S12)
(T, Tyg, 8™ REIVET, Tl,, §75 R'F) (3.126)

Die Berechnung von (e, L||v(|Z1 — Z2|)| |, L) = (o, L||v(v/2 |p])||e, L) erfordert dann nur noch
eine eindimensionale Integration:

(a, L|Jo(|Z) — Z))||/, L) = (=1)"*" L4, . 5m' 01,11,

71)\71

< [dop? B, () VR IA) By () (3120)

3.3.2 Die Berechnung der Matrixelemente der kinetischen Energie

Die Berechnung der Matrixelemente

3

S (G lw (o) =3 (LT Iw(BET) (3.128)

der kinetischen Energie (3.44) gestaltet sich wesentlich einfacher als bei den Matrixelementen
der Wechselwirkung. Hier verschwindet n&mlich aufgrund der Eigenschaft

(7% (5 O] HE) TG 50 = (@) [T 5] T5(5,,50) = w(@) T (3.129)
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der Einbettungsoperator, der in den Wechselwirkungsmatrixelementen zu den Operatoren Q;
fithrte.

Auch hier ist wieder in dem Standard-Koordinatensatz (p,, p)\) wegen ps = —\/gﬁ} die Berech-
nung des Matrixelementes fiir das Teilchen 3, also von

, 2 2
w3(pPz) = w3(—£m) = Z w(—J;PM my,) 1r @ 1r @ Py, (3.130)
fa=n,s
am einfachsten. Das Matrixelement bzgl. der Impuls-Spin-Flavour-Produktzusténde (3.74)
lov, L; S, S1a; JM s (t1, ta, t3) T, Tha, M) = | [le, L) @[5, 512>]}{4J> @ [(ty, ta,t3) T, Th2, Mr)
separiert wieder in einen Spin-Impulsraum-Anteil und einen Flavourraum-Anteil:

<Oé7 L7 57 512; JMJ7 (t17t27t3) T7 T127 MT| WS(ﬁS) |O/7 L/7 5/7 5127 Jleh (tllvtévté) T/7T1/27 Mﬁ">

2 /
= 3 (le L)@ 1S, Sy, [y 2pim)| [0’ 1) 018", 51 T50)
fa=n,s

<(t17 la, t3) T, T, MT| Irolr@ Pfs |(t/17 t/27 té) Tlv T1/27 Mé"> (3131)
Fiir das Flavourmatrixelement bekommt man mit einer trivialen Rechnung:
<(t17 t27 t3) T, T127 MT| ]If ® ]If ® Pfs |(t/17 t/27 té) Tlv T1/27 Mé“>

= ([l e @™ o )], 1r oo Py [I6) o ) o ]

!

Mz

)
= Orp 5MTM'T 5T12T1’2 57:17:'1 57:27:; 57537:;) O, t(f2)" (3.132)

Fiir das Spin-Impulsraum-Matrixelement findet man ebenfalls leicht:

2 . '
(o 1 (8. Sully, | 2pmel [, 1) 015", Sta)13) =
1

o'e] 1 1 2
0100 Onpyma 051 0,51, OLLr 0,11, Ot Oy /0 dpy pA R, (p2) LSANCDY w(@ pA; g )
(3.133)

Wie bei der Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente kénnen wir wieder die totale An-
tisymmtrie der Baryonbasiszustinde qﬁf unter Permutationen ausnutzen, um die gesamte kine-
tische Energie zu berechnen:

Seien Il;3 und Ils3 die Transpositionen, die sdmtliche Indizes und Koordinaten von Teilchen 1
und 3 bzw. 2 und 3 vertauschen, dann gilt wegen

IT;5 ws (173) I3 =w; (171) y [l93 w3 (173) I3 = wo (172)
und H13 qb;i: = H23 qb;i: = _¢;§t7 (3134)
daf
(@Flor(71) 6F) = (6 is ws(s) Thisok) = (6F|ws(p5) 0F)
(Sclwa(72) 0F) = (0 Uas wa(ps) asdl) = (O |wa(s) 67). (3.135)
Damit folgt schlieBlich:
3
S (G| () 6F) = 3 (0F |wa(Ph) ¢F) = 3 (G ws () E5T). (3.136)
=1

Die Berechnung der Matrixelemente der kinetischen Energie fiir Teilchen 3 reicht also aus !



Kapitel 4

Baryonspektren im Salpeter-Modell

In den vorangegangenen Kapiteln haben wir die Bethe-Salpeter-Gleichung mit einer instantanen
Wechselwirkung (Salpeter-Gleichung) analysiert und diese Gleichung in die fiir die numerische
Losung addquate Matrixform gebracht. Wir wollen nun diesen Formalismus als Grundlage fiir ein
Quarkmodell der leichten Baryonen mit u-,d- und s-Quarkinhalt benutzen und damit die Struk-
tur der Baryonspektren analysieren. Der Wechselwirkungskern besteht hierzu aus dem Confine-
mentanteil und einer Instanton-induzierten Quark-Quark-Restwechselwirkung. Der phdnome-
nologische Confinementanteil wird im Ortsraum mit linear ansteigenden 2-Teilchen-Potentialen
parametrisiert (2-Teilchen-Confinement) und mit einer Kombination aus skalarer (I ® 1 ® 1)
und zeitartiger Vektor-Spinstruktur (v° @ 4% @ 1) versehen.

Wir wollen in diesem Kapitel insbesondere die Bedeutung der Instanton-induzierten Restwech-
selwirkung fiir die Struktur der Baryonspektren diskutieren, deren Verwendung bereits im nicht-
relativistischen Quarkmodell eine verniinftige einheitliche Beschreibung der Baryon- und Me-
sonspektren ermdoglichte [21,22,24]. In der Arbeit von Miinz und Resag [13,12] wurde bereits die
't Hooftsche Kraft im Rahmen eines kovarianten Modells fiir Mesonen verwendet. Sie konnten
mit ihrer Hilfe die korrekte 7 — 1 —n’-Massenaufspaltung und n— r’-Flavourmischung berechnen.
Es wird sich zeigen, daf} in diesem relativistischen Modell die Struktur der Baryonspektren in
allen Sektoren verniinftig beschrieben werden kann. Insbesondere liefert die 't Hooftsche Kraft
zusammen mit einem geeigneten Confinement-Potential die korrekte Aufspaltung zwischen den
Oktett- und Dekuplett-Grundzustandsbaryonen. Ein besonders erfreuliches Resultat wird sein,
daf} die Verwendung der Instanton-induzierten Restwechselwirkung im Rahmen unseres relati-

L L
vistischen Salpeter-Modells das Roper-Problem fiir die Zustinde Nf*—l*_*(1440) und Af:;(lGOO)
lost.

4.1 Einfiihrung

Bevor wir unser explizites Modell der Wechselwirkung vorstellen und die damit gewonnenen
Spektren darstellen und diskutieren, wollen wir kurz auf die experimentelle Situation der be-
obachteten Baryonen eingehen; anschliefend werden wir kurz erértern, inwieweit diese Situati-
on bisher von nichtrelativistischen Quarkmodellen beschrieben bzw. nicht beschrieben werden
konnte.

4.1.1 Die experimentelle Situation

In der aktuellsten Zusammenstellung der Particle Data Group [37] werden etwa 100 Baryonreso-
nanzen aufgefiihrt. Sie sind nach den in der starken Wechselwirkung erhaltenen Quantenzahlen
klassifiziert: Gesamtdrehimpuls J, Paritdt = und Flavourquantenzahlen wie Isosoin T und Stran-
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geness S5™. Die Existenz von ungefihr 60 dieser Resonanzen gilt als etabliert:

14 N-; 11 A-, 10 X, 14 A-, 6 =- und 2 Q-Baryonresonanzen haben den Status "« %’ oder s %%,
von denen aber zum kleinen Teil (hauptsdchlich im -, =- und Q-Sektor) nicht alle Quantenzah-
len gemessen wurden. Die iibrigen Resonanzen (’++” und ’+’) sind experimentell nicht evident.
Ziel unseres Modells ist eine einheitliche Beschreibung zumindest der Grobstruktur, aber auch
anderer auffilliger Merkmale in den experimentell gefundenen Spektren aller Sektoren. Wir
stellen daher kurz die Hauptmerkmale der beobachteten Baryonspektren dar:

e Die Betrachtung der Massenaufspaltungen zwischen den Grundzustandsbaryonen (56-
plett) mit den verschiedenen Flavourinhalten nnn, nns, nss und sss zeigt, daf§ die Massen
des Dekupletts etwa linear mit der Zahl der enthaltenen strange-Quarks (also mit wach-
sendem |S*|) ansteigt. Die Abstidnde zwischen den Dekuplett-Grundzustandsbaryonen mit
verschiedener Strangeness sind also ungefihr gleich:

Azt (1232) =52t (1385) ~ S22t (1385) =02 (1530) ~ T2 (1530) = Q21 (1672) (4.1)

Dieses experimentelle Faktum zeigt, dafl die Flavour-SU(3)-Symmetrie explizit gebro-

chen ist. Diese Aufspaltungen sollten in einem Modell, welches nur das Confinement und

die kinetische Energie beriicksichtig, simtliche Restwechselwirkungen aber vernachl&ssigt,
durch Wahl einer schwereren s-Quarkmasse beschreibbar sein:

my, = mg < m . (4.2)

Weiterhin beobachtet man aber auch Aufspaltungen zwischen den Dekuplett- und Oktett-
Grundzustdnden mit gleichen Flavourinhalten:

1 2

Nf*—l*_*(939) — Af:;*(1232) im Nonstrange(nnn)-Sektor,
1 i

Ef*t*(1193) — E*§$(1385) im nns-Strange-Sektor,
1 3

-5+ —*5+

B2 (1318) — =,2.(1530)  im nss-Strange-Sektor,

sowie die Aufspaltung
1 1
sz, (1193) — A27,(1116) (4.3)

innerhalb des Oktetts (im nns-Strange-Sektor). Diese Aufspaltungen sind eine Evidenz
fiir die Existenz einer kurzreichweitigen, explizit spin-flavourabhdngigen Wechselwirkung.
Man bendtigt daher neben dem Confinement eine zusitzliche Restwechselwirkung zwi-
schen den Quarks, um die obigen spin-flavourabhingigen Aufspaltungen im Baryonspek-
trum beschreiben zu kénnen. Hiufig wird dazu im nichtrelativistischen Quarkmodell die
Fermi-Breit-Wechselwirkung benutzt, die aus der nichtrelativistischen Reduktion des Ein-
Gluon-Austausches folgt und zu einer zentralen Spin-Spin-Wechselwirkung fiihrt. Die Ver-
wendung des Ein-Gluon-Austauschs ist fiir Systeme mit leichten Quarks (u, d, s), also bei
niedrigen Energien, allerdings fragwiirdig, da diese Wechselwirkung auf einer Stérungs-
entwicklung basiert. Auflerdem ist der Ein-Gluon-Austausch eine Wechselwirkung, die
nicht auf die Flavourfreiheitsgrade der Quarks wirkt! Wir verwenden im Rahmen unseres
Salpeter-Models stattdessen die Instanton-induzierte Quark-Quark-Restwechselwirkung,
dessen Herleitung zum erstenmal von 't Hooft [32-34] angegeben wurde. Diese Wechsel-
wirkung fiihrt zu Diquark-Korrelationen und hat damit im Gegensatz zum Ein-Gluon-
Austausch die Eigenschaft, explizit nicht nur von Spin-, sondern auch von Flavourfrei-
heitsgraden abzuhingen.
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e Ein auffilliges Merkmal in den Baryonenspektren positiver Paritit ist, dafl es fiir al-
le Flavours einen tiefliegenden angeregten Zustand mit den gleichen Quantenzahlen des
Grundzustands gibt, der innerhalb oder sogar unter den ersten Anregungszustdnden der
negativen Paritdt positioniert ist:

1
Das Paradebeispiel ist der als Roper-Resonanz bekannte Nf*—l*_*(1440)—Zustand. Die in
1
den - und A-Sektor analogen Roper-Typ-Resonanzen sind die Zustinde Ef*t(1660)

1
und Ai:;(lGOO). Wir werden in der spdteren Diskussion unserer Resultate sehen, dafl wir
auch dieses Merkmal in den Baryonspektren mit Hilfe der Instanton-induzierten Rest-
wechselwirkung beschreiben kénnen.

e Eine weitere auffillige Struktur ist, daff (insbesondere in den Spektren negativer Paritét)
die angeregten Zustdnde mit aufeinanderfolgendem Drehimpuls entartete Bandstruktu-
ren bilden. Diese deuten darauf hin, dafi Spin-Bahn-Aufspaltungen bei den angeregten
Zustdnden im allgemeinen verh&ltnism&Big klein sind.

Im Rahmen des Oszillator-Baryonmodells spricht man von den lhw-, 3hw- und Hhw-
Béndern bei den Resonanzen negativer Paritdt und von den 2hw- und 4hw-Bindern bei
den Resonanzen positiver Paritdt. Interessant ist auch, wie sich die Schwerpunkte dieser
Biander fiir die negativen und positiven Parititen relativ zueinander anordnen:

Im N-Sektor haben die Gruppen der ersten angeregten Resonanzen negativer (1hw) und
positiver (2hw) Paritdt, sowie die Gruppen der zweiten Anregungen negativer (3fw) und
positiver (4hw) Paritédt jeweils einen gemeinsamen Schwerpunkt.

Im A-Sektor sind die Bénder der Anregungen negativer Paritit um eine Einheit (hw)
nach unten verschoben: Die Schwerpunkte der ersten Anregungen positiver Paritdt (2hw)
und die zweiten Anregungen negativer Paritidt (3hw), sowie die Schwerpunkte der zweiten
Anregungen positiver Paritdt (47w) und der dritten Anregungen negativer Paritédt (5hw)
fallen jeweils zusammen.

Der A-Sektor zeigt das gleiche Entartungsmuster wie die N-Resonanzen. Die Situation im
3, Z- und Q-Sektor ist wegen fehlender experimenteller Daten unklar.

1
e Eine Ausnahme bzgl. dieser Bandstrukturen stellt die AZ...(1405)-Resonanz dar; sie be-
sitzt sogar eine niedrigere Anregungsenergie als die tiefsten nukleonischen Anregungs-
zustdnde und ist der niedrigste Zustand mit negativer Paritdt iiberhaupt. Die Aufspal-

1 3
tung zwischen den Resonanzen Af*_**(1405) und Af*_**(1520) wird als Hinweis gedeutet,
dafl Spin-Bahn-Wechselwirkungen unter Umstidnden doch einen Einfluf} auf das Baryon-
spektrum haben kénnten. Es wird sich zeigen, dafl im Rahmen unseres relativistischen
Salpeter-Baryonmodells diese Aufspaltung mit Hilfe der 't Hooftschen Wechselwirkung
beschrieben werden kann!

e Die Resonanzpositionen zeigen bei htheren Anregungsenergien eine Abhdngigkeit vom
Drehimpuls J ~ M? (Regge-Trajektorien). Es ist gerade diese spezielle Abhingigkeit,
welche die traditionelle Beschreibung des Confinements durch einen gluonischen String
motiviert, dessen Energie proportional zu der Linge des Strings zwischen den Quarks
wichst.

4.1.2 Resultate und ungeléste Probleme im nichtrelativistischen Quarkmo-

dell

Wir wollen kurz diskutieren, inwieweit im nichtrelativistischen Quarkmodell die oben beschrie-
benen Hauptmerkmale des experimentellen Baryonspektrums erklidrt werden kénnen und wel-
che Phdnomene weiterhin unerschlossen bleiben. Wir beziehen uns hierbei auf die Arbeiten von
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B. C. Metsch [22] und W. H. Blask [21, 23], sowie auf die Diplomarbeit von V. Keiner [24].
Das dort beschriebene nichtrelativistische Baryonmodell basiert auf einem 3-Ké&rper-String-
Confinementpotential und einer nichtrelativistischen Reduktion der Instanton-induzierten g¢-
Restwechselwirkung. Dariiberhinaus wird zu einer besseren Beschreibung der Massenaufspal-
tungen im Baryonspektrum die Ankopplung an die Meson-Baryon-Kanile beriicksichtigt. In
diesen Arbeiten ergeben sich folgende Resultate bzgl. der oben genannten Hauptmerkmale des
Baryonspektrums:

e Grundzustdnde und erste Anregungen:
Die Grundzustandsbaryonen und die spin-flavourabhingige Aufspaltung, sowie die ersten
angeregten (mit Ausnahme der Roper-Typ-Resonanzen, siehe unten) Baryonresonanzen
werden gut beschrieben.

e Lage der Bandstrukturen:

Die oben geschilderte Lage der Bandstrukturen im experimentellen Baryonspektrum kann
nicht befriedigend erkldrt werden: Im N-Sektor positiver Paritdt liegen die angeregten
2hw- und 4hw-Zustinde um 200 MeV bzw. 400 MeV zu hoch ("Roper-puzzle’). Ein gleiches
Bild zeigt sich in den A- und ¥-Sektoren positiver Paritdt. Die Entartung des 3hw-Bandes
im A-Sektor negativer Paritdt mit dem 2hw-Band positiver Paritdt kann ebenfalls nicht
richtig beschrieben werden, da auch hier die angeregten 3hw-Resonanzen um etwa 200
MeV zu hoch liegen.

Diese Resultate konnten eine Unzuldnglichkeit der nichtrelativistischen Behandlung sein
und es stellt sich die Frage, inwieweit unser relativistisches Quarkmodell im Rahmen der
Salpeter-Gleichung die Lage der Bandschwerpunkte fiir die hdheren Anregungen vielleicht
besser beschreiben kann.

e Roper-Typ-Zustinde:
1
Die Beschreibung der Roper-Resonanz N*2*—|*_*(1440) und der analogen Roper-Typ-Resonanzen

1 1
Ef:;(lGGO) und Af:;(lGOO) bleibt im nichtrelativistischen Quarkmodell ein weiterhin un-
gelGstes Problem:
Die Instanton-induzierte Restwechselwirkung, sowie die Ankopplung an die Meson-Baryon-
Kanile bewirkt zwar eine selektive Absenkung dieser Resonanzen und die richtige Massen-
aufspaltung gegeniiber den anderen ersten angeregten Zustdnden positiver Paritdt, aber
dennoch liegt ihre Position immer noch um etwa 200 MeV zu hoch!
Wir wollen im Rahmen unseres relativistischen Baryonmodells schwerpunktméfig diese
Problematik aufgreifen und untersuchen, inwieweit hier die relativistische Behandlung
insbesondere der Instanton-induzierten gqg-Restwechselwirkung zur Lésung der Roper-
Problematik beitragen kann.

1_
e Die AZ(1405)-Resonanz:

1
Die experimentelle Lage der tiefliegenden A*E*_**(1405)—Resonanz konnte in dem Modell von
Metsch und Blask [22,21,23] nicht beschrieben werden. Erst eine zusitzliche Ankopplung
an die K-Zerfallskanile in der Arbeit von Keiner [24] lieferte die gewiinschte Absenkung
der Resonanz. Auch hier werden wir untersuchen, ob in unserem relativistischen Modell
die Lage der Resonanz mit Hilfe der ’t Hooftschen Wechselwirkung abgesenkt werden
kann.
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4.2 Der Bethe-Salpeter-Wechselwirkungskern

Im folgenden werden wir die explizite Form des irreduziblen 3-Teilchen-Wechselwirkungskernes
fiir unser Modell angeben. Unser Modell basiert auf einen Confinementkern, der mit der von
't Hooft [32,34,33] aus Instantoneffekten berechneten effektiven ¢¢-Restwechselwirkung kombi-
niert wird. In den in Abschnitt 4.1.2 erwidhnten nichtrelativistischen Quarkmodellen [21,22,24]
fiihrte diese Art von Wechselwirkung bereits zu guten Resultaten bei der einheitlichen Beschrei-
bung von Baryon- und Mesonspektren. In dem relativistischen Salpeter-Mesonmodell von Miinz
und Resag [10-13], die ebenfalls die entsprechenden gg-Kerne dieser Wechselwirkung in ihrer
Salpeter-Gleichung verwendeten, konnten sowohl die Spektren als auch die Zerfallseigenschaften
der Mesonen sehr gut beschrieben werden. Thr Confinement basiert auf skalaren und zeitartigen
Vektor-Spinstrukturen. Ein entsprechender Ansatz verspricht daher auch in unserem relativi-
stischen Salpeter-Baryonmodell gute Ergebnisse zu liefern.

4.2.1 Das Confinement

Die Confinementhypothese besagt, dafl es keine freien Quarks gibt. Der dynamische Ursprung
des Confinements im Rahmen der QCD ist allerdings bis heute nicht richtig verstanden: Auf-
grund der grofien Kopplungskonstante bei niedrigen Energien (das entspricht grofien Abstdnden)
ist es nicht moglich, {iber einen stérungstheoretischen Ansatz das Confinement zu beschreiben.
Somit gibt es keinen QCD-motivierten Wechselwirkungskern fiir die Beschreibung des langreich-
weitigen Teils der gg-Wechselwirkung. Wir haben also das Confinement durch den Ansatz eines
phinomenologischen Potentials zu parametrisieren, um so den Quarkeinschlufl zu realisieren.
Es liegt nahe fiir den Ortsanteil des Confinement-Wechselwirkungskernes ein mit dem Abstand
der Quarks linear ansteigendes Potential zu wihlen. Dieser Ansatz entspricht dem traditionellen
Bild des Confinements als gluonischem Stringpotential und erkldrt den empirisch beobachteten
Zusammenhang zwischen Masse und Drehimpuls M? ~ J (Regge-Trajektorien). Auch QCD-
Gitterrechnungen motivieren diesen Ansatz.

Es bleibt noch, die ebenfalls in der QCD nicht bekannte, zum Confinement gehérende Dirac-
Struktur zu spezifizieren. Fiir die Beschreibung des gg-Confinements mogliche, d.h mit Lorentz-
invarianz vertrigliche Spinstrukturen I' @ I' sind

e Skalar Il

e Pseudoskalar  7° @ +°

e Vektor Yo @ Y

e Axialvektor  7,7% @ y#y®

e Tensor Oy @ M mit 0, = £ [v,4, 7]

Entsprechend der Phinomenologie der Hadronspektroskopie (siehe 4.1.1) sollte die Spinstruktur
in der fithrenden Ordnung keine Spin-Spin-Wechselwirkungen enthalten. Dieses phdnomenolo-
gische Argument trifft eine Auswahl der oben angegebenen méoglichen Spinstrukturen: Entspre-
chend den Ausfiihrungen von Gromes [28] fiihrt die nichtrelativistische Reduktion der Salpeter-
Gleichung fiir Wechselwirkungskerne, die Axialvektor- oder Tensorkopplungen enthalten, auf
Spin-Spin-Terme in fiihrender Ordnung; diese beiden Kopplungen sind im Hinblick auf die
experimentelle Situation in den Hadronspektren also von vornherein auszuschlieSen. Die Pseu-
doskalare Kopplung liefert in nullter Ordnung {iberhaupt keinen Beitrag zu einem statischen
Potential. Wir werden in unserem Salpeter-Baryonmodell wie in dem relativistischen Salpeter-
Mesonmodell von Miinz und Resag den Confinementkern aus einer Kombination von skalaren
I ® 1 und zeitartigen Vektorkopplungen v° @ 4 fiir die Wechselwirkung zweier Quarks anneh-
men.
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Wir kénnen in Konsistenz mit dem Bild des Confinements als gluonischem String je nach Art
der Symmetrisierung bzgl. S5 das linear ansteigende Potential auf drei verschiedene Arten rea-
lisieren:

1. Als echtes 3-Teilchen-String-Potential (3-Kérper-Confinement), dessen Energie proportio-
nal der kiirzesten Verbindung der drei Quarks wichst:

chq(gnf( s Ty T3) = Vgqq (1, T2, T3) [Fl eI’ ® FS} S (4.4)
ym
mit
3
Vgqq (1, T2, 3) = agqq + bygq min Z |&; — ol (4.5)
0
=1

und einer bereits fiir sich symmetrischen Spin-Struktur, beispielsweise

[F1®F2®F3]Sym — 1olol
1
[F1®F2®F3}Sym = 3 (P00 1+ 010 +104°21°)
1 2 3 _ T L—uz 0 0 0 0 0 0
reol*orl Sym 4]I®]I®]I—I- T\ ey @I+ @ley +10y @y

mit 0<az <1 (4.6)

Diese Art von Confinement soll in dieser Arbeit nicht betrachtet werden. Rechnungen
bzgl. dieser echten Dreikdrperkraft im Rahmen unseres Salpeter-Baryonmodells sind in
der Diplomarbeit von R. Ricken [36] dokumentiert.

2. Als Summe von 2-Teilchen-String-Potentialen (2-Kérper-Confinement):

veorliz &, 7)) = 3 v ) 7)) (4.7)
2<]

VID(# — Tof) = [agg+b, (171 - &) Tol el
VOEIN(#y — Ts]) = [ag+by (72— @] 10T T
VED(Es = #11) = [ag + by (1T =BT @ 1aT, (4.8)

wobei wir die 2-Teilchen-Spinstrukturen wie folgt w&hlen:

I'ol'=11 skalares Confinement
rer=+"9@4° zeitartiges Vektor-Confinement
ol = % []I @ 1+ 70 ® 70] Kombination von beiden

3. Als Summe von 2-Teilchen-String-Potentialen (2-Kérper-Confinement), mit einer eigenen
Spinstruktur fiir den konstanten Anteil ag,:
Man beachte in 2., da} der konstante Anteil a,, des Confinements mit der gleichen Sp-
instruktur versehen ist wie das linear ansteigende Potential by, (|Z; — Z;|). Es stellt sich
die Frage, ob eine solche Spinstruktur, bzw. welche Spinstruktur fiir die Konstante a4,
iiberhaupt verniinftig ist. Die Konstante a4, sollte daher im allgemeinen mit einer eigenen
Spinstruktur versehen werden:

VEOl(7y, 7y, 73) = 3 a I OT20 rﬂ sym Sy d) 7)) (4.9)
1<J
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| bog (|T1 —72) F'@ '@ 1
V(Q’S)(|f2 —T3]) = by (|72 —a3|) ToT el
| by (|Zs =) '@1@ . (4.10)

Die symmetrische Spinstruktur [['' @ T'? @ I'?]

beispielsweise wie in (4.6) zu wihlen.

Sym fiir den Confinement-Offset a4, ist

Die Verwendung der skalaren Spinstruktur, der zeitartigen Vektor-Spinstruktur und der Kom-
bination der beiden in den Confinement-Typen 2. und 3. wird in der Diplomarbeit von K. Kretz-
schmar [35] beziiglich Stabilitit, Spin-Bahn-Effekten und der Beschreibung von Regge-Trajektorien
untersucht. Im einzelnen zeigt sich bei dieser Wahl der Confinement-Spinstrukturen:

e Mit der zeitartigen Vektor-Spinstruktur F@ T = 4°®~° erhiilt man das geforderte Regge-
Verhalten M? ~ J. Die Abhingigkeit der Massen vom Variationsparameter 3 ist stabil.
Fiir einen hinreichend grofien Konfigurationsraum sind die Massen {iber einen grofien
Bereich unabhdngig von 3, so dafi das Spektrum wohldefiniert ist. Jedoch sind die un-
erwiinschten Spin-Bahn-Effekte zu grofl.

e Mit Wahl der skalaren Spinstruktur ' @ I' = 1 ® 1 geht das geforderte Regge-Verhalten
M?* ~ J verloren, da die Massen der gebundenen Zustéinde fiir groe Drehimpulse .J zu
klein berechnet werden. Dieses ist ein Faktum, welches ebenfalls im Rahmen des Salpeter-
Modells fiir Mesonen beobachtet wurde [27,29]. Dariiberhinaus sind hier ebenfalls Spin-
Bahn-Effekte sehr grof}, sie zeigen aber im Vergleich zur zeitartigen Vektor-Spinstruktur
ein umgekehrtes Vorzeichen. Die Abhéngigkeit der Massen vom Variationsparameter [ ist
problematisch; es bildet sich selbst bei grofien Baryonbasen kein signifikanter Bereich aus,
in dem das Spektrum unabhingig von § ist, so dafl die Wahl von  und damit die Massen
nicht wohldefiniert sind.

e Die Kombination Q@' = % []I @ 1+ 70 & 70] der skalaren Spinstruktur mit der zeitarti-

gen Vektor-Spinstruktur ist fiir das Confinement gut geeignet:
Die unerwiinschten Spin-Bahn-Aufspaltungen reduzieren sich um einen Faktor 2, da sich
Spin-Bahn-Effekte der skalaren und des zeitartigen Vektor-Confinements gegenseitig auf-
heben. Das geforderte Regge-Verhalten M? ~ .J der zeitartigen Vektor-Spinstruktur bleibt
erhalten. Fiir einen hinreichend grofien Konfigurationsraum sind die Massen {iber einen
groflen Bereich (ca. 0.5 fm) unabhingig von dem Skalierungsparameter [ (vergl. Abb.
4.1).

Wir schlagen daher zwei Ansitze fiir das Confinementpotential vor:
e Confinement-Modell I:

Vq(izonf(fl?f?v@) = fagg + byq (|71 — 72|)]

% LR EELE RS |

S - 1
Flagg + by (172 = 7)) 5 (1010 1+ 107° 0]

[]I@]I@]IJr»yO@]I@ﬂ (4.11)

N | —

+ [aqq + bgq (173 — @1])]

Bemerkung;:
Eine zusidtzliche Motivation dieses Ansatzes erfolgt aus dem Salpeter-Modell fiir Mesonen.
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Abbildung 4.1: Die Massen der A3+ Resonanzen in Abhéngigkeit vom Skalierungsparameter (3
im Confinement-Modell 1. Die Grofie des Konfigurationsraumes betridgt N=10 Oszillatorschalen.

Miinz und Resag [10,11] haben den folgenden Ansatz fiir das ¢g-Confinementpotential
vorgeschlagen:

Vel (7 7) = V(-7 [G) -1 °e(7)°] , (4.12)

wobei die skalare Funktion V(' — p’) die Fouriertransformierte des Potentials Vi (r) =
aqg+0bgg v im Ortsraum ist. Die Anwendung der Ladungskonjugation dndert das Vorzeichen
vor dem 7% @ 7°-Term und fiihrt damit auf den hier gewihlten Ansatz. Diese Wahl des
Confinements entspricht damit der kanonischen Erweiterung des Confinements aus dem
Mesonmodell.

e Confinement-Modell II: Fiir dieses Confinement-Modell iibernehmen wir den Orts-
abhingigen Teil des Modells 1. Den konstanten Anteil ersetzen durch die Projektor-
Spinstruktur

]I—I—'y0 ]I—'yo
Q5 +Q—

1
:Z[]{@]I@]I+]I®70®70+70®]I®70+70®70®]I ) (4.13)

Die so gewdhlte Konstante vermischt keine oberen und unteren Komponenten.

4.2.2 Die’t Hooftsche Wechselwirkung

Aus nichtrelativistischen Potentialmodellen ist bekannt, dafl ein Confinementpotential allein
nicht die Aufspaltungen zwischen Oktett- und Dekuplett-Grundzustandsbaryonen wie z.B. die
A — N-Aufspaltung beschreiben kann. Man mufy daher die Quarkwechselwirkung um eine zusitz-
liche Restwechselwirkung erweitern.
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Ein naheliegender Ansatz ist die Erweiterung des Wechselwirkungskernes durch Teile des stérungs-
theoretischen Ein-Gluon-Austauschs. Fiir Systeme mit leichten Quarks (u, d, s) ist die Verwen-
dung einer stérungstheoretisch motivierten Restwechselwirkung allerdings fragwiirdig. Aufler-
dem ist der Ein-Gluon-Austausch eine Wechselwirkung, die nicht auf die Flavour-Freiheitsgrade
der Quarks wirkt.

Es gibt aber einen weiteren Kandidaten fiir eine ¢g-Restwechselwirkung, die nicht direkt auf
einen storungstheoretischen Ansatz beruht, sondern aus Instanton-Effekten in der QCD abge-
leitet werden kann. Sie wurde erstmals u.a. von 't Hooft berechnet [32-34], weshalb wir die
Wechselwirkung im folgenden auch als 't Hooftsche Kraft oder 't Hooftsche Wechselwirkung
bezeichnen. Sie wurde bereits erfolgreich in nichtrelativistischen Quarkmodellen [22,21] fiir die
Berechnung von Baryon- und Mesonspektren verwendet. Sie besitzt die bemerkenswerte Ei-
genschaft, explizit auf die Flavour-Freiheitsgrade der Quarks zu wirken, so dafi man mit ihr
im nichtrelativistischen Quarkmodell die Aufspaltung zwischen den Oktett- und Dekuplett-
Grundzustandsbaryonen in der korrekten Weise beschreiben konnte. Miinz und Resag [10, 11]
verwendeten diese Restwechselwirkung ebenfalls schon im Rahmen ihres relativistischen Quark-
modells zur Berechnung der Massen und Zerfallseigenschaften von Mesonen. Mit ihrer Hilfe
konnten sie u.a. die # — 7 — i~ Aufspaltung und die 1 — '-Flavourmischung korrekt beschrei-
ben.

Ein Hauptanliegen dieser Arbeit wird sein, zu dokumentieren, wie die 't Hooftsche Wechselwir-
kung im Rahmen unseres kovarianten Salpeter-Modells das Spektrum der Grundzustandsba-
ryonen prigt. Ebenso wollen wir darstellen wie mit Hilfe von 't Hoofts Kraft in diesem Modell
das Roper-Problem gelost wird.

In nichtabelschen Feldtheorien gibt es spezielle Losungen der klassischen Feldgleichungen (In-
stantonen), die zur Konstruktion einer effektiven Lagrangedichte fiir drei Flavours benutzt
werden konnen. Die Normalordnung dieser Lagrangedichte fiihrt u.a. zu einer effektiven 2-
Teilchenwechselwirkung? .

Die effektive 2-Teilchen-Lagrangedichte hat folgende Gestalt:

AL(2) = —% ZZ deﬂ(i) €kl Cimn

vkl mn
<2 quar [10 14979 5°] (2P + P%) gngn < (4.14)

Hierbei sind i, k, [, m, n Flavourindizes; statt der Colour- und Dirac-Indezes benutzen wir die
Notation
7A@ B)qq=> > GiiAunBjiqq - (4.15)
i kil
gerr (1) sind die effektiven Kopplungskonstanten, die als Parameter in unser Modell eingehen. Pl
und 775? sind die Projektionsoperatoren auf Colour-Sextett- und Colour-Antitriplett-Zustinde:

1 2 1- -

C' C' C' c

= —(1 11 =—1 —A-A

pe = l(]IC—HC)—EJIC—EX-X (4.16)
3.7 9 E 4 '

wobei der Farbaustauschoperator I1¢ definiert ist als Hg p = Gad;r und A%, a € {1,...,8} die
acht Colour-SU (3)-Matrizen bezeichnen. Die beiden e¢-Tensoren auf dem Flavourraum zeigen
explizit die antisymmetrische Flavour-Abh&ngigkeit der Wechselwirkung.

'Dariiberhinaus erhilt man ebenfalls den Anteil einer 3-Teilchen-Wechselwirkung. Dieser besitzt allerdings
Projektoren auf Farb-Oktett- und Farb-Dekuplett-Zustande, die fiir gqq-Colour-Singulett-Zustande keinen Bei-
trag liefern.
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Durch Anwendung des Wickschen Theorems extrahiert man aus der 4-Punkt-Greensfunktion
erster Ordnung

G(@1, 29, @, @) = —i/d4y<0|T‘I’1($1)‘I’2($2)‘I’1(90'1)@2(90'2) (=AL(2)(y))]0) (4.17)

folgenden lokalen, instantanen Beitrag einer 2-Teilchen-Kraft zum Wechselwirkungskern:

v

O oott] 1y 1y (12 202) = 80y — 24) 60 (s — 2)a(a) - 1) [VI1F

t HOOft} 12 172/ (xl’ xz)

(4.18)
mit
(12) - ooy 3 5 o .5
{V’t HOOftLQ 112/ (xl’xz) - _§ Zf:geff(f)éfflhéffl/fé {]I® I+y @y }81525'155
x (P§+2P) 6O - &)
01020102
—(142) (4.19)

Die Indizes s, f und ¢ bezeichnen hier Dirac-, Flavour- und Colourindizes. Der zweite Term
(1 <+ 2) beschreibt einen zweiten Vertex, bei dem die Endzustands-Teilchen vertauscht sind.
Bei der Anwendung des Kernes auf total antisymmetrische Baryonzustinde liefert die Vertau-
schung der Endzustands-Teilchen nur ein Vorzeichen, so dafl beide Vertizes durch einen Faktor
2 zusammengefafit werden kénnen.

Bilden wir die Matrixelemente dieser Wechselwirkung, so kann das Colour-Matrixelement ab-
separiert und direkt berechnet werden:

(Cal (PS +2P) [Ca) = 2 (CalPSICa) =2 . (4.20)

Es liefert damit ebenfalls einen Faktor 2.
Der 3-Teilchen-Kern fiir die Instanton-induzierte gg-Restwechselwirkung in unserem Salpeter-
Baryonmodell wird schliefilich durch eine Summe der Zweiteilchenwechselwirkungen angesetzt:

S o 12 S 23 S 31 S
Vot Hooft (71, 72, 3) = Vv(t I-)Iooft(wl — T2) + MEE I-)Iooft(QCQ — ¥3) + ‘/7EE I-)Iooft($3 - 7)), (4.21)
wobei
12 S
VA Hoon (1 = #2) = (4.22)

—4 (g Ph,(m) +0' Ph,(ns)) [Tol@ 1+ 0 0 1] 60 —5) . (4.23)

Pfij (nn) ist hierbei der Projektor auf Flavourzustdnde die in ¢ und j nonstrange und antisym-

metrisch sind; entsprechend projiziert Pfij (ns) auf Flavourzustdnde die in ¢ und j strange und
antisymmetrisch sind. Die zugehérigen Kopplungskonstanten sind definiert als

3 3
g= 3 Joff(s) und g = 3 Joff(n) - (4.24)

Die 't Hooftsche Wechselwirkung ist eine Punktwechselwirkung und wegen der §-Funktion sin-
guldr. Sie mufl daher regularisiert werden. Dazu ersetzen wir die d-Funktion durch eine Gauf-
Funktion:

5 1 _(If1;f2|)2
5( )(fl — fg) — AST% € . (425)
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Der Parameter A kann als effektive Reichweite der Instanton-induzierten gg-Restwechselwirkung
angesehen werden.

Im nichtrelativistischen Grenzfall fiihrt die Restwechselwirkung auf Auswahlregeln auf dem
Flavour- und Ortsraum. Die Gesamtsymmetrie der Wellenfunktion und die Tatsache, daf§ die
Dirac-Struktur 1@ 1++°@+° der 't Hooftschen Wechselwirkung einen Projektor darstellt, folgt
eine weitere Auswahlregel im Spinraum:

Insgesamt wirkt sie nur auf 2-Teilchenzustidnde, die antisymmetrisch im Flavour- und Spinraum
sind und symmetrische Impuls- bzw. Ortswellenfunktionen mit trivialem 2-Teilchen-Bahndreh-
impuls besitzen (Diquarks). Im nichtrelativistischen Quarkmodell ist die Wechselwirkung somit
eine Paarkraft, die 2-Quarkzustdnde mit trivialen Quantenzahlen im Spin- und Bahndrehimpuls
zu sogenannten skalaren Diquarks korreliert.

Die Wirkung der 't Hooftschen Kraft auf die Baryonzustinde in unserem Modell ist nicht so
unmittelbar einsichtig, da aufgrund der Einbettungsoperation zwischen den 2 X 2 x 2-Baryonzu-
stdnden die Operatoren @Q stehen. Die Wirkung auf skalare Diquarks wird sicherlich noch domi-
nant sein, doch kénnte prinzipiell die 't Hooftsche Wechselwirkung in unserem Modell ebenfalls
auf Diquarks mit nichttrivialem Spin wirken, so dafl eine andere Wirkung der 't Hooftschen
Kraft als im nichtrelativistischen Quarkmodell méglich ist.
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4.3 Die Resultate und ihre Diskussion

4.3.1 Die Massenspektren der Baryonen

Wir wollen in diesem Abschnitt die mit unserem Salpeter-Baryonmodell berechneten Spektren
diskutieren.

Wir hatten bereits im Abschnitt 4.1.2 angesprochen, dafi zundchst nicht klar ist, wie die Sp-
instruktur fiir die Konstante a,, des Confinementpotentials zu wéhlen ist. Wir werden daher
die zwei vorgeschlagenen Varianten des Confinements I und II untersuchen, die sich strukturell
nur durch die fiir die Konstante a,, gew&hlte Spinstruktur unterscheiden. Wir berechnen und
diskutieren also die Baryonspektren in den beiden folgenden Modellen:

e Modell I : Confinement-Modell I 4+ 't Hoofts Kraft
o Modell II: Confinement-Modell II + ’t Hoofts Kraft

In den Abbildungen 4.2 bis 4.7 sind jeweils die berechneten Spektren beider Modelle fiir die A,
N, A, ¥ und Q-Baryonen dargestellt. Das obere Bild zeigt jeweils die Resultate des Modells 1,
das untere die entsprechenden Ergebnisse des Modells 1. Zu jedem Drehimpuls, fiir den gemes-
sene Resonanzen vorliegen [37], wird jeweils links das berechnete und rechts das experimentelle
Spektrum abgebildet. Die Kdstchen um die experimentellen Werte stellen die Unsicherheit der
gemessenen Resonanzpositionen dar.

Bevor wir die einzelnen Sektoren diskutieren, wollen wir einige Bemerkungen iiber die Parameter
der Modelle machen.

Parameter

Unser Modell bendtigt insgesamt 7 Parameter: dazu gehéren zunéichst die nonstrange-Masse m.,
und die strange-Masse m;, die Konstante a4, und die Confinement-Steigung b,, des Confine-
mentpotentials, sowie die Kopplungsstirken ¢, ¢’ und die Reichweite A der Instanton-induzierten
Restwechselwirkung.

Da die 't Hooftsche Kraft nicht auf die Dekuplett-Zustinde wirkt, und die A-Zustdnde nur
nonstrange-Quarkinhalt besitzen, werden in beiden Modellen die nonstrange-Quarkmasse m.,,
sowie die Parameter a4q, by des Confinementpotentials durch die Anpassung des A-Spektrums
an die expell’imentellen Resonanz-Positionen bestimmt. Die ’t Hooft-Kopplungsstirke g wird
dann am N27-Grundzustand angepafit. Um eine geniigend starke Wirkung der 't Hooftschen
Kraft zu realisieren, mufi der Reichweitenparameter A klein gegeniiber der charakteristischen
Lingenskala der Baryonen sein.

Mit den am nonstrange-Sektor fixierten Confinementparametern wird die strange-Quarkmasse
so gewidhlt, daf§ die durch die Flavour-SU(3)-Brechung bedingte Aufspaltung zwischen den
Dekuplett-Grundzustandsbaryonen mit unterschiedlicher Strangeness richtig beschrieben wird.
Die Kopplungsstirke ¢’ fiir das strange-Diquark wird durch die Anpassung der Oktett-Grund-
zustandsbaryonen 3 und = festgelegt.

Bemerkung;:

Im Modell II ist die Anpassung der Modellparameter im groflen und ganzen unproblematisch.
Im Modell T bereitet die richtige Wahl der Kopplungsstirken ¢ und ¢’ Probleme:1 Die Wahl
der Kopplungskonstanten g erfordert einen Kompromif bzgl. der Absenkung des N2 und des
A%"'; es zeigt sich ndmlich, dafl mit wachsender Kopplungskonstante g das A stirker abgesenkt
wird als das Nukleon, was der Erwartung aus dem Experiment widerspricht. Eine konsistente
Beschreibung von N und A ist deshalb nicht moglich. Ebenso ist ein Kompromif§ bei der Wahl der
Kopplungsstirke ¢’ notwendig: 3 wird wesentlich schwiicher durch 't Hoofts Kraft beeinflufit als
=; auch dies widerspricht der Erwartung aus dem Experiment. Die Wirkung von 't Hoofts Kraft
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auf die Oktett-Grundzustandsbaryonen ist ein grundsitzliches Problem im Modell I, das wir
ausfiihrlich im Abschnitt 4.3.2 dokumentieren und diskutieren werden. Es zeigt sich schliefilich,
daf} eine konsistente Beschreibung der Grundzustandsbaryonen im Modell 1 nicht moglich ist,

wie man auch in den folgenden Spektren der Baryonen erkennen kann.

Die in den beiden Modellen verwendeten Parameter sind in der Tabelle 4.1 angegeben.

Parameter Modell 1 Modell 11
my, 230 MeV 230 MeV
My 550 MeV 550 MeV
Qgq -1210 MeV -872 MeV
byq 1300 MeV fm™" | 1108 MeV fm™*
g 120 MeV fm? 80 MeV fm?
q' 70 MeV fm? 70 MeV fm?
A 0.2 fm 0.2 fm

Tabelle 4.1: Die Parameter fiir die Modelle T und II.
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Das Spektrum der A-Resonanzen

Die Abbildung 4.2 zeigt das Spektrum der A-Resonanzen. Wie man sieht, kénnen beide Modelle
die wesentlichen Strukturen des experimentellen A-Spektrums erkldren.

Die Instanton-induzierte Wechselwirkung wirkt nicht auf Flavour-Dekuplett-Zustdnde. S&mtli-
che Resonanzen des A-Spektrums sind daher vollstindig durch das Confinementpotential und
die kinetische Energie bestimmt.

Der A3t Grundzustand liegt in beiden Modellen etwas zu hoch; das liegt daran, dafl wir den
Grundzustand nicht optimal an den experimentellen Wert angepaf3t haben, um I}och eine %kzep—
table Beschreibung der beiden ersten angeregten Zustinde negativer Paritdt, Az~ und %5_, zu
erreichen. Diese beiden Zustinde zeigen relativ zueinander die falsche Aufspaltung: A27 liegt
in beiden Modellen zu tief.

Ein wesentlicher Fortschritt gegeniiber dem nichtrelativistischen Quarkmodell zeigt sich in der
Beschreibung der angeregten Zustdnde negativer Paritdt in der 3hw-Schale: im nichtrelativisti-
schen Quarkmodell lagen diese Zustinde um iiber 300 MeV zu hoch [23,21,22]. Die Absenkung
dieser Resonanzen durch die relativistischen Effekte ist in den Sektoren Az~ und A3~ so grof},
daf tatsdchlich berechnete Zustdnde mit experimentell gefundenen Resonanzen identifiziert wer-
den kénnen. Die Absenkung fiihrt dazu, dafl die tiefsten Zustdnde des 3hw-Bandes quasi mit
Zustdnden der 2hw-Schale positiver Paritdt entartet sind. Allerdings ist die Zahl der in diesem
Bereich berechneten Zustinde wesentlich héher als die Zahl der experimentell beobachteten
Zustidnde.

Im Spektrum positiver Paritdt liegt die berechnete Position der Azt Resonanz aufgrund zu
starker Spin-Bahn-Effekte [35] zu tief, die iibrigen Zustdnde der 2hw-Schale in den Sektoren

A%"', A3+ und A3* werden von beiden Modellen in sehr guter Ubereinstimmung mit dem
Experiment beschrieben.

Ein weiterer Fortschritt unseres kovarianten Baryonmodells gegeniiber nichtrelativistischen Mo-
dellen besteht darin, daB sogar die héheren Drehimpulse in guter Ubereinstimmung mit dem
Experiment erkldrt werden kénnen. Im nichtrelativistischen Quarkmodell lagen die berechneten
Resonanzen héherer Drehimpulse um iiber 400 MeV zu hoch!! Insbesondere zeigt sich in bei-
den Modellen, daf tiberall dort , wo sich ein experimentell beobachteter Zustand befindet, sich
selektiv ein Zustand von den {ibrigen Zustdnden 1(}er glegchen Oszillslator—Schale absenkt. Dieses
beobachtet man zum Beispiel in den Sektoren A2, A2~ und A2 ™.

Im grofien und ganzen wird das A-Spektrum also von beiden Modellen gleich gut beschrieben.
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Abbildung 4.2: Das A-Spektrum. In jeder Spalte sind fiir festes J™ links die berechneten
und rechts die experimentell bekannten Zustidnde dargestellt. Die berechneten Zustdnde sind
nach Spin und Paritit klassifiziert. Die experimentelle Resonanzposition ist durch einen Strich
angegeben, die Box deutet den Bereich der Fehlergrenzen an.



84 4. Baryonspektren im Salpeter-Modell

Das Spektrum der N-Resonanzen

Abbildung 4.3 zeigt das Spektrum der N-Resonanzen fiir beide Modelle I und II. Im N-Sektor
bewirkt die Instanton-induzierte gg-Restwechselwirkung eine Massenaufspaltung nach Mafigabe
der Zahl der in den Zustdnden vorhandenen (skalaren) Diquarkkomponenten.

Fiir das Nukleon N%"', also dem Oktett-Grundzustandsbaryon dieses Sektors ist diese Aufspal-
tung am grofiten. Mit Hilfe von 't Hoofts Kraft wird also wie schon im nichtrelativistischen
Quarkmodell [23,21,22] die N — A-Aufspaltung richtig wiedergegeben. Im Modell I muf aller-
dings dafiir die Kopplungsstirke g wesentlich grofer gewdhlt werden als im Modell 11. Auf die
Absenkung des Nukleons N durch die Wirkung der 't Hooftschen Kraft, die zu der im Experi-
ment beobachteten N — A-Aufspaltung fiithrt, werden wir im Abschnitt 4.3.2 noch ausfiihrlicher
dokumentieren.

Ein besonderer Erfolg unseres Modells ist, daf sich im Nzt_Sektor infolge der Wirkung der
Hooftschen Kraft selektiv ein Zustand aus der 2hw-Schale absenkt, und zwar weit genug, um den
als Roper-Resonanz bekannten Zustand N3+ (1440) beschreiben zu kénnen. In beiden Modellen
wird dieses auffillige Merkmal etwa gleich gut beschrieben. Im Modell 11 wird dariiberhinaus
ein1 weiterer Zustand der 2hw-Schale absenkt, der die experimentell beobachtete "***’-Resonanz
N2T(1710) gut reproduziert. Auch diesen Effekt der 't Hooftschen Wechselwirkung wollen wir
im Abschnitt 4.3.2 genauer dokumentieren.

Zwar hat man in nichtrelativistischen Quarkmodellen ebenfalls eine Absenkung dieser Roper-
Resonanz beobachtet, jedoch lag bei einer korrekten Anpassung des N2+ Grundzustandes diese
immer noch weit ( etwa 200 MeV) iiber der experimentellen Position. Dieses Resultat zeigt, daf
fiir die Beschreibung der Roper-Resonanz offenbar relativistische Effekte eine ganz wesentliche
Rolle spielen!

Wie beim A-Spektrum liegen sdmtliche Zustdnde der 2fiw-Schale positiver Paritidt in der vom
Experiment geforderten Héhe, ndmlich etwas oberhalb der ersten angeregten Zustinde negativer
Paritdt der 1hw-Schale. Im Modell 11 wird diese Situation etwas besser beschrieben als im
Modell I.

Die niedrigsten Anregungen negativer Paritdt erfahren durch die Wirkung von 't Hoofts Kraft
ebenfalls eine Aufspaltung. Die Differenz der beiden N3~-Zustinde wird von beiden Modellen
richtig beschrieben, im Modell 11 liegt die Position der beiden Resonanzen allerdings etwas zu
tief. Entsprechendes gilt fiir die ersten angeregten N2 -Zustdnde. Ein nicht so gliicklicher Effekt
ist, daf§ die 't Hooftsche Kraft in den N27- und N2 -Sektoren einen Zustand der 3hw-Schale
bis in die 1w-Schale absenkt. Insbesondere im NZ~-Sektor ist die Zuordnung der berechneten
Resonanzen zu den experimentellen Resonanzen nicht eindeutig, denn experimentell wurde ein
solcher Zustand noch nicht beobachtet.

Wie im A-Sektor wird auch im N-Sektor die experimentell beobachtete Lage der 3hw-Schale
negativer Paritét auf etwa gleicher Hohe mit der 4hw-Schale positiver Paritdt korrekt beschrie-
ben. Allerdings ist auch hier wieder die Dichte der berechneten Zustdnde sehr grofi. Von den
berechneten Resonanzen fallen aber simtliche in die Fehlerbereiche der experimentell beobach-
teten Zustidnde, die so grof sind, daf} vielleicht mehrere Resonanzen in diesen Bereichen nicht
aufgeldst werden konnten.

Wie wir es schon im A-Spektrum beobachtet haben, werden Zustinde mit hohen Drehimpulsen
von beiden Modellen gut beschrleben D1e Zustande negativer Paritdt liegen allerdings etwas
zu tief; fiir die Zustinde N3~ und N5— betragt die Abweichung vom Experiment in beiden
Modellen etwa 100 MeV.

7
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Abbildung 4.3: Das N-Resonanz-Spektrum. Zur Erlduterung siehe Beschriftung der Abbil-
dung 4.2.
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Das Spektrum der A-Resonanzen

Abbildung 4.4 zeigt fiir beide Modelle das Spektrum der A-Resonanzen.

Im A-Sektor wirkt die "t Hooftsche Kraft sowohl auf nonstrange als auch auf strange-Diquarks.
Am stérksten wird wieder der Oktett-Baryongrundzustand Azt abgesenkt Diese Absenkung
erfolgt im wesentlichen durch den nonstrange- quuarklnhalt des A2 , also hauptsichlich durch
die Kopplungsstirke ¢, zum kleinen Teil durch ¢'.

Wir hatten den Wert von g durch die korrekte A — N-Aufspaltung fixiert. Im Modell II gehngt
mit diesem Wert von ¢ in konsistenter Weise ebenfalls die geforderte Absenkung des Azt
Oktett-Grundzustands auf den experimentell beobachteten Wert. Dagegen sehen wir im Modell
I das bereits angesprochene Problem, dafi durch das zu groBe g der A2t-Grundzustand zu stark
abgesenkt wird. Im Modell T kénnen deshalb die Grundzustinde N und A nicht konsistent
beschrieben werden.

Wie im N2+ Sektor spaltet sich auch im Az+-Sektor ein Zustand aus der 2hw-Schale in bei-
den Modellen geniigend stark ab, um den zur N-Roper-Resonanz analogen Roper-Typ-Zustand
Azt (1600) in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experiment beschreiben zu kinnen. Der
zweite angeregte A3+ Zustand wird ebenfalls durch den Einflu der ’t Hooftschen Wechselwir-
kung in beiden Modellen bis auf den experimentellen Wert abgesenkt. Insgesamt werden die
Zustdnde der 2hw-Schale mit den Drehimpulsen J™ = 1+, g’+ und 5+ in beiden Modellen gut
beschrieben.

Das Spektrum der negativen Paritdten wird vom Modell II besser reproduziert: Im A3~ -Sektor
fallen die ersten beiden Anregungen mit den experimentell beobachteten Resonanzen zusam-
men. Im AZ~-Sektor ist die Ubereinstimmung mit dem Experiment ebenfalls zufriedenstellend.
In beiden Modellen ist es sogar moglich, die Aufspaltung zwischen der A3~ (1520)- und der
tiefliegenden Az~ (1405)-Resonanz tendenziell zu beschreiben. Die Az~ (1405)-Resonanz wird
um etwa nur 40 MeV verfehlt. Es zeigt sich, dafl auch diese Aufspaltung ein Instanton-Effekt
ist, also durch die 't Hooftsche Kraft verursacht wird, denn bei Abwesenheit der 't Hooftschen
Wechselwirkung sind beide Zustédnde entartet. Wir werden dles im Abschnitt 4.3.2 dokumentie-
ren. Wir bend&tigen fiir die Beschreibung der tiefliegenden A3- (1405) also keinen zusitzlichen
Spin-Bahn-Effekt, mit dem man diese Aufspaltung frither zu erkldren versucht hatte.



4.3. Die Resultate und ihre Diskussion 87

A-Resonanzen [T'= 0,5 = —1] Modell 1

3000 T I | | | | | |
2500 F | = = — [ -
Mo 2000 [ — .
[MeV] oy | e J—
1500 o .
1000 [ _
| | | | | | | | | | | | | |
1+ 3+ s+t 7+ 9t 1t 13+ 1= 3= 5= 1= 9= 11— 13-
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
J’Tr
A-Resonanzen [T = 0,5* = —1] Modell 11
3000 T I | | | | | |
2500 |- — = .
v 200 = [ | = — | .
[MeV] e - -
1500 L .
1000 F _
| | | | | | | | | | | | | |
it 3+ st 7+ 9t nt 13t 1= 37 57 77 97 11~ 137
2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

Abbildung 4.4: Das A-Resonanz-Spektrum. Zur Erlduterung siehe Beschriftung der Abbildung
4.2.
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Das Spektrum der X-Resonanzen

Bei den Spektren der ¥-Resonanzen (Abbildung 4.5) ist auffillig daf das Modell II die ¥ — -
Aufspaltung wesentlich besser reproduziert als das Modell I, welches etwa nur die Hilfte der
experimentell gemessenen Aufspaltung liefert. Dieses Problem ist in der unterschiedlichen Wir-
kung von ’t Hoofts Kraft auf die Oktett-Grundzustandsbaryonen ¥ und = begriindet: Mit
der im Modell I gewiihlten Kopplungsstirke ¢’ liegt nimlich das = bereits unter dem experi-
mentellen Wert (vergl. Abb. 4.6) und sogar unter dem 3. Eine konsistente Beschreibung der
Grundzustédnde ¥ und = istlim Modell T nicht moglich!

Die Roper-Typ-Resonanz %27 (1660) wird ebenfalls im Modell II besser beschrieben; eine Uber-
einstimmung mit dem experimentellen Wert wie im Fall der N- und A-Roper-Resonanzen gelingt
jedoch auch nicht im Modell 11: sie liegt etwa 100 MeV zu hoch. Allerdings ist dieses Resultat ein
grofler Fortschritt gegeniiber dem nichtrelativistischen Modell [23], in dem die Roper-Resonanz

E%+(1660) um etwa 300 bis 400 MeV verfehlt wurde. Die Zustdnde mit héheren Drehimpulsen

wie ¥3% und £3~ werden richtig berechnet. Insgesamt ist die Beschreibung der experimentellen
Situation des 3-Sektors bei beiden Modellen nicht so gut wie in den anderen Sektoren.

Das Spektrum der =-Resonanzen

Im Z-Sektor (siehe Abbildung 4.6) gibt es insgesamt nur drei Zustdnde, deren Quantenzahlen
vollstindig bekannt sind.

Im Modell 1T ist die = — =*-Aufspaltung zu grofi: der Oktett-Grundzustand = liegt zu tief,
der Dekuplett-Grundzustand =* liegt um den gleichen Betrag zu hoch. Im Modell T wird die

= — =*-Aufspaltung korrekt beschriebené jedoch liegen beide Zustdnde zu tief.
Die experimentele Lage der Resonanz =2~ wird in beiden Modellen richtig berechnet.

Wie in den N%"'—, A2T-und 2+ Sektoren berechnen wir auch im =2 -Sektor einen Zustand der
selektiv gegeniiber den anderen Zustdnden der 2hw-Schale abgesenkt wird. Fin experimenteller
=77

Kandidat fiir diesen Roper-Typ-Zustand kdnnte die = - (1950)-Resonanz sein, deren Spin und
Paritdt aber nicht bekannt sind.

Das Q-Spektrum

Im Q-Sektor (siche Abbildung 4.7) gibt es nur einen Zustand, ndmlich den Q%+(1672)—Grundzu—
stand, dessen Quantenzahlen vollstindig bekannt sind. Von den iibrigen Resonanzen Q77 _(2252),
Q’7(2380) und Q%(2474) sind der Drehimpuls J und die Paritéit 7 unbekannt; wir haben sie

daher in alle Sektoren J™ = %-I_, %_, %+, %_ mit eingezeichnet. Der Q%+(1672)—Zustand liegt im
Modell 1T etwa 60 MeV zu hoch. Dieses resultat ist allerdings besser als im Modell 1, wo der
Zustand um ca. 130 MeV zu tief liegt. Die Identifizierung der von uns berechneten angeregten
Zustinden in den vier dargestellten Sektoren mit den Zustinden Q2% (2252), Q%2(2380) und

Q?7(2474) ist schwierig.
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Abbildung 4.5: Das 3-Resonanz-Spektrum. Zur Erlduterung siehe Beschriftung der Abbildung
4.2.
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Abbildung 4.6: Das =-Resonanz-Spektrum. Zur Erlduterung siehe Beschriftung der Abbildung

4.2.
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Abbildung 4.7: Das Q-Resonanz-Spektrum. Zur Erlduterung siehe Beschriftung der Abbildung
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Wir fassen zusammen:

e Im nonstrange-Sektor liefern beide Modelle T und II etwa gleich gute Resultate. Da-
gegen schneidet das Modell I im strange-Sektor deutlich schlechter ab: Die Lage der
Grundzustandsbaryonen, also insbesondere die Massenaufspaltung zwischen Oktett- und
Dekuplett-Grundzustdnden infolge der 't Hooftschen Kraft wird im Modell I falsch be-
schrieben. Diesbeziiglich sind dagegen die Resultate des Modells 11 recht zufriedenstellend,
die A — N-, 3 — ¥*- = — =Z* und ¥ — A-Aufspaltungen werden richtig wiedergegeben.

e Wir kénnen in beiden Modellen die Roper-Resonanzen N%+(1440) und A%+(1600) in sehr
gulter Ubereinstimmung mit dem Experiment reproduzieren! Die Roper-Typ-Resonanz
Y27 (1660) wird um nur 100 MeV verfehlt.

e Durch relativistische Effekte sind die 1hw-, 3hw-, 5hw-Schalen negativer Paritdt und die
2hw-, 4hw-Schalen positiver Paritdt in beiden Modellen im Vergleich zum nichtrelati-
vistischen Quarkmodell stark abgesenkt, und ihre Lage entspricht im wesentlichen der
experimentellen Situation.

e Angeregte Zustinde mit hohen Drehimpulsen sind i.a. in guter Ubereinstimmung mit dem
Experiment und zeigen das korrekte Regge-Verhalten.

o Die Az~ (1405)-Resonanz zeigt in beiden Modellen eine Absenkung gegeniiber der A5™ (1520)-
Resonanz und verfehlt die experimentelle Resonanzposition um etwa nur 40 MeV.
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4.3.2 Untersuchung der Instanton-induzierten Quark-Quark-Restwechselwir-
kung

Die Diskussion der Spektren im vorangegangenen Abschnitt hat fiir das Modell 11 folgendes
gezeigt: Mit einem Confinement-Potential, welches eine solche Spinstruktur besitzt, dal Spin-
Bahn- und Spin-Spin-Wechselwirkungen méglichst stark unterdriickt werden, kénnen wesent-
liche im Abschnitt 4.1.1 aufgefiithrten Merkmale der Baryonspektren unter Hinzunahme der
Instanton-induzierten Quark-Quark-Restwechselwirkung erkldrt werden. Viele dieser Haupt-
merkmale und Strukturen sind gerade durch die Wirkung der 't Hooftschen Wechselwirkung
beschreibbar. Deshalb wollen wir in diesem Abschnitt die Bedeutung der ’t Hooftschen Kraft
und der von ihr beschriebenen Strukturen des Baryonspektrums gezielt studieren:

e Die Massenaufspaltungen zwischen Grundzustandsbaryonen des Dekupletts und des Ok-
tetts mit gleichen Flavourinhalten (d.h. gleicher Strangeness S*), also

1

1 3
NZT(939) — AzZE.(1232)
1y x4
$25.(1193) — Szt (1385)
L <2
=20,(1318) — =127(1530)

1 1
sowie der Ei*t*(1193) — Ai*t*(1116)—Aufspaltung im Baryonoktett.

1
e Die Absenkung der Roper-Resonanz Z\f*r"*—l*_*(1440)7 sowie der analogen Roper-Typ-Resonanzen
1 1 1
227 (1660) und A2 (1600) (und Z27,(1950)=22.(1950) 7).

1 3
e Die Absenkung der AZ..(1405)-Resonanz gegeniiber AZ...(1520).

Wir wollen auch die Frage kldren, warum im Modell I, welches fiir die "Konstante’ des Confinement-
Potentials nicht die Projektor-Spin-Struktur benutzt, die Lage der Grundzustandsbaryonen und
ihre relativen Massenaufspaltungen nicht richtig beschrieben werden. Wir werden deshalb beide
Modelle in die Diskussion einbeziehen.

Die Lage der Grundzustandsbaryonen und ihre Aufspaltung

In den Abbildungen 4.8 und 4.9 haben wir die Lage der Grundzustandsbaryonen des 56-pletts
fiir die Modelle T und II in Abhingigkeit von den effektiven Kopplungsstirken ¢ und ¢’ der
't Hooftschen Wechselwirkung (mit dem fixierten, in beiden Modellen verwendeten Reichweiten-
Parameter A=0.2 fm) dargestellt.

A zeigt das Spektrum der Grundzustandsbaryonen unter Vernachlidssigung der g¢-Restwechsel-
wirkung (¢ = ¢’ = 0), also nur unter dem Einfluf des Confinementkernes und der kinetischen
Energie. Zwischen A und B wird die effektive Kopplungsstirke g fiir das nonstrange-Diquark
bis auf den in dem jeweiligen Modell verwendeten Wert heraufgefahren und das Spektrum in
Abhingigkeit von ¢ dargestellt. Die Kopplungsstirke ¢’ fiir das strange-Diquark bleibt dabei auf
¢’ = 0 fixiert. B zeigt dann das Spektrum der Grundzustandsbaryonen mit der in dem Modell
verwendeten Kopplungsstirke g fiir nonstrange-Diquarks unter Vernachldssigung der Paarkraft
auf die strange-Diquarks. Zwischen B und C wird dann die effektive Kopplungsstirke ¢’ fiir
das strange-Diquark bis auf den im Modell benutzten Wert variiert, wobei nun ¢ fixiert bleibt.
C zeigt schliefllich das Spektrum der Grundzustandsbaryonen des jeweiligen Modells mit der
vollen Instanton-induzierten gq-Restwechselwirkung.
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Abbildung 4.8: Die Wirkung der Instanton-induzierten ¢g-Restwechselwirkung auf das 56-
plett der Grundzustandsbaryonen im Modell 1 (siehe Beschreibung im Text)

Die Abbildungen zeigen deutlich, wie die 't Hooftsche Wechselwirkung die Struktur des Spek-
trums der Grundzustandsbaryonen prigt:

Wir betrachten zun&chst einmal nur das Spektrum A, bei dem die Wirkung der Instanton-
induzierten gg-Wechselwirkung vollstindig vernachlissigt wird. Die Dynamik der Quarks wird
nur durch das Confinement und die kinetische Energie bestimmt. Wie zu erwarten ist, sind
die Grundzustandsbaryonen mit gleichen Quarkinhalten nnn, nns, nss bzw. sss, also sowohl
Oktett- als auch Dekuplettzustinde im wesentlichen entartet. Kleine Aufspaltungen innerhalb
dieser Gruppierungen, wie beispielsweise zwischen A und N, sind auf relativistische Spin-Spin-
Effekte zuriickzufiihren. Diese sind aufgrund der relativistischen Beschreibung des Confinements
durch die Einbettungsoperatoren in unserem Modell enthalten und werden auf der Ebene der
Pauli-Spinoren durch die Terme g(p;; m;) &-p; (siehe Abschnitt 3.3.1) verursacht. Im nichtrela-
tivistischen Limes, d.h. fiir grofie Massen m,, und m; verschwinden diese Aufspaltungen wegen
g(pi; m;) — 0 fiir m; — 0 (vergleiche Abb. 3.1) !

Im Modell 1I wird die explizite Flavour-SU(3)-Brechung durch die schwerere s-Quarkmasse
mg > m, = my korrekt beschrieben: Die Massen der Grundzustandsbaryonen wachsen in etwa
linear mit der Zahl der enthaltenen s-Quarks und die GréBle der Aufspaltung entspricht im we-
sentlichen der experimentellen Massendifferenz der Dekuplettzustinde von etwa 150 MeV.
Das Modell I beschreibt dagegen die Massenaufspaltung falsch: Die Abstinde zwischen den Mas-
sen der Grundzustandsbaryonen mit verschiedenen s-Quarkinhalten ist nicht konstant, sondern
wird mit wachsender Strangeness |S*| immer kleiner.
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Abbildung 4.9: Die Wirkung der Instanton-induzierten ¢g-Restwechselwirkung auf das 56-
plett der Grundzustandsbaryonen im Modell 1I (siche Beschreibung im Text)

Modell I  Modell 11 Experiment
nnnonns | A~ 140 ~ 130 A2.(1232) — 12K(1385) = 153
mnsnss | A 105~ 160 SiZ(1385) — So2(1530) = 145
nss-sss | A 50 ~ 165 Z2E(1530) — QL. (1672) = 142

Die Masse des Q3+ liegt daher um mehr als 100 MeV unter dem experimentell gemessenen
Wert. Nur der Abstand zwischen dem nonstrange-Sektor nnn und nns wird richtig beschrieben.
Dieser Sachverhalt mufl eine Folge der speziellen Spinstruktur fiir die Konstante a4, des Con-
finements von Modell I sein, da sich die Confinementpotentiale der beiden Modelle strukturell
nur in diesem Punkt unterscheiden!

Wir betrachten nun, wie sich die Struktur dieses einfachen, durch das Confinement, die kineti-
sche Energie und die Flavour-SU (3)-Brechung geprigten Spektrums der Grundzustandsbaryo-
nen unter dem Einflul der Instanton-induzierten Restwechselwirkung verdndert:

Nach Abschnitt 4.2.2, und wie die Abbildungen 4.8 und 4.9 auch zeigen, wirkt die g¢-Restwech-
selwirkung nicht auf die Flavour-Dekuplettzustinde, da die im ’t Hooft-Wechselwirkungskern
enthaltenen Flavour-Projektoren auf antisymmetrische Flavour-Antitriplettzustinde projizie-
ren. Das gesamte Spektrum der A- und Q-Resonanzen und damit insbesondere die Grundzu-

standsbaryonen A****(1232) und Qf***(1672) in diesen Sektoren zeigen daher keine Instanto-
neffekte, sondern sie sind ausschliefilich durch das Confinementpotential und die kinetische
Energie bestimmt. Dasselbe gilt fiir die beiden anderen Dekuplett-Grundzustandsbaryonen

3
v = $25,(1385) und =* = 225 (1530).
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Fiir die Flavour-Oktett-Grundzustandsbaryonen bewirkt die Instanton-induzierte Restwech-
selwirkung eine Absenkung der Massen gegeniiber den Dekuplettzustinden, da sie Flavour-
antisymmetrische Quarkpaare mit trivialem Spin (sogenannte Diquarks) besitzen .

Das Nukleon N%+(939) enthilt entsprechend seinem Quarkinhalt nur nonstrange-Diquarks.
Die Diquark-Korrelation und damit die Stérke der Absenkung gegeniiber dem A%+(1232) wird

durch die Grofle der effektiven Kopplungskonstante g beschrieben. Das A%+(1116) besitzt eben-
falls ein nonstrange-Diquark, dariiberhinaus auch noch ein strange-Diquark, dessen Korrela-
tion durch die effektive Kopplung ¢’ beschrieben wird. Die Stirke der Absenkung gegeniiber
o = nit (1385) ist daher durch beide Kopplungen g und ¢’ gegeben. Die beiden iibrigen
Oktett-Grundzustdnde E%+(1193) und E%+(1318) enthalten jeweils nur strange-Diquarks. Ihre
Absenkung gegeniiber den Dekuplettbaryonen 3* bzw. =* ist somit durch die effektive Kopplung
g’ bestimmt.

Abbildung 4.9 zeigt, dafi im Modell 11 die Grundzustandsbaryonen A und N mit wachsender
Kopplung ¢ etwa gleich stark abgesenkt werden. Dieses Verhalten unterscheidet sich von dem
aus dem nichtrelativistischen Quarkmodell bekannten Verhalten:

Lassen wir n&mlich die Einbettungsoperatoren aufier Betracht und benutzen fiir die Oktett-
Grundzustidnde |B) = [N),|A),|X),|E) auf der Ebene der Pauli-Spinoren die N&herung

1B) ~ % (xats) 165 + Xar) [6a0) [N = 03 L = 0), (4.26)

mit den SU(2)-Spinfunktionen |xas), den SU(3)-Flavourfunktionen |¢as), sowie der Grundzustands-
Oszillatorfunktion |N = 0; L = 0), so rechnet man leicht nach, daf fiir die Matrixelemente des

Operators V’Ecl?looft gilt:

NV oopt V) g (4.27)

(A oo (129

Fiir ¢’ = 0 erwartet man entsprechend dieser Betrachtung im nichtrelativistischen Baryonmodell
daher fiir das Nukleon N eine stirkere Absenkung als fiir A.

Fiir das in der Abbildung 4.9 gezeigte, von den Abschédtzungen (4.27) und (4.28) abweichende
Verhalten von N und A kénnten zwei Aspekte wesentlich sein:

1. Der auf den 2er-Spinoren wirkende Operator V,( ) ooft’ den wir durch die Reduktion des
't Hooft-Wechselwirkungskernes mit Hilfe der Elnbettungsmatrlzen T; gemif Gleichung
(3.63) erhalten, wirkt natiirlich nicht direkt auf die Baryonzusténde |B); In Folge der
Einbettungsoperation treten bei der Berechnung der Matrixelemente zusétzlich die Ope-
ratoren @ auf, d.h. wir berechnen Ausdriicke der Form

ZD (M@l l+y° @y 1) (B|Q], V,t Hooft Q,|B). (4.29)

Erst im nichtrelativistichen Limes fiihrt dieser Ausdruck fiir die Blocke 4+ und —— auf
das Matrixelement

12
ZD (11 1+ @01 (B|Q, VI o 0.1B) — BV 1B), (4.30)

bzw. fiir die Blocke +— und —+ auf Null.
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2. In unserem kovarianten Salpeter-Baryonmodell enthilt die Salpeter-Amplitude Kompo-
nenten positiver und negativer Energie. Unser Modell beriicksichtigt daher Anteile der
Instanton-induzierten Wechselwirkung, die in dem nichtrelativistischen Quarkmodell von
vornherein durch die nichtrelativistische Reduktion vernachlissigt werden.

Der Vergleich von Modell IT mit Modell I in diesem Zusammenhang zeigt, einen weiteren Aspekt
der Wirkung der 't Hooftschen Kraft:

Sie ist explizit von der Art des Confinements abh&ngig. Wihrend die A-Masse mit wachsendem
g im Modell T etwa gleich stark abgesenkt wird wie im Modell II, ist die Absenkung der N-
Masse wesentlich geringer als im Modell 1I. Dieses erklidrt, warum im Modell 1 die effektive
Kopplungskonstante g = 120 MeV fm? wesentlich gréBer gewdhlt werden muf§ als im Modell 11
mit ¢ = 80 MeV fm?>, um die Masse des Nukleons einigermaBen an den experimentellen Wert
anzupassen. Wie die Abbildung 4.8 zeigt, ist diese Wahl von ¢ fiir die richtige Beschreibung der
A-Masse viel zu grof}, so dafi im Modell I die Grundzustandsbaryonen A und N nicht konsistent
beschrieben werden konnen.

Betrachten wir schlieflich noch, wie sich die Struktur des Grundzustandspektrums mit wach-
sender Kopplung ¢’ verindert:

Der im A vorhandene strange-Diquarkanteil bewirkt eine weitere Absenkung der A-Masse, die
aber ldngst nicht so stark ist wie die Absenkung durch die nonstrange-Kopplung ¢, so wie man
es auch von der naiven Abschitzung gemif Gleichung (4.28) erwartet. Im Modell 11 bewirkt
diese zusitzliche Absenkung fiir ¢’ = 70 Mev fm? die korrekte Anpassung an den experimentel-
len Wert der A-Masse.

Fiir die Absenkung der Grundzustandsbaryonen ¥ und = erhdlt man mit der Niherung (4.26)
unter Vernachldssigung der Operatoren @ die naive Abschédtzung

SV oot ~ 59 3y

N — N =

EV Hool® ~ 59 (4.32)
Entsprechend dieser Abschitzung erwartet man im nichtrelativistischen Grenzfall fiir die -
und =-Massen mit wachsender Kopplung ¢’ eine gleichstarke Absenkung, die nach Gleichung
(4.28) aber wesenlich grofer als die Absenkung der A-Masse ist. Die Grofe der experimentellen
Massenaufspaltungen ¥ — ¥* = 192 MeV und = — =* = 212 verlangt ebenfalls eine ungefdhr
gleiche Absenkung fiir > und =.

Betrachten wir zunichst das Modell II (Abb. 4.9):

Die Absenkung der =-Masse ist etwas stirker als die Absenkung der >-Masse. Fiir die effektive
strange-Kopplungsstirke ¢’ = 70 MeV erreicht man eine akzeptable Anpassung der ¥-Masse an
den experimentellen Massenwert. Die Absenkung der >-Masse durch ’t Hoofts Kraft entspricht
nahezu dem experimentellen Wert der 3 — ¥*-Differenz. Mit dieser effektiven Kopplungsstirke
ist die Absenkung der =-Masse allerdings etwas zu stark und somit etwas gréfler als die experi-
mentelle = — Z*-Differenz; die Abweichung der =-Masse vom experimentellen Wert bewegt sich
aber in einem akzeptablen Rahmen und ist mit der Differenz zwischen den berechneten Massen
der Dekuplett-Grundzustinde und deren experimentellen Werten vergleichbar. Die im Modell 11
durch ’t Hoofts Kraft resultierenden Absenkungen der A- und der X-Grundzustédnde gegeniiber
3* fiihren zu einer korrekten > — A-Differenz. Diese ist zwar etwas grofier als die experimentell
gemessene Differenz, vermutlich 148t sich aber durch eine kleine Variation der Modellparameter
(insbesondere von g und g’) eine bessere Ubereinstimmung erzielen.

Im nichtrelativistischen Quarkmodell wird die Absenkung der A-Resonanz gegeniiber der -
Resonanz folgendermaflen begriindet:

Die 't Hooftsche Kraft hat fiir ¢ = ¢’ nach den Abschitzungen (4.28) und (4.31) eine gleichstarke
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Wirkung auf A und ¥, so daf in diesem Fall beide Zustinde entartet sind. Erst die Wahl g > ¢’
der Kopplungsstdrken bewirkt in dieser Betrachtung eine stérkere Absenkung der A-Resonanz
und damit eine Aufspaltung 3 — A, da ¥ kein nonstrange-Diquark enthilt.

Abbildung 4.10 zeigt, dafl diese Argumentation in unserer relativistischen Behandlung der
Instanton-induzierten Restwechselwirkung so nicht mehr giiltig ist. In der Abbildung sind die
Massen von A und X in Abhingigkeit der Kopplungsstirken ¢ = ¢’ = 0---70 Mev fm® dar-
gestellt. Die A-Masse ist demnach bereits fiir ¢ = ¢’ stirker abgesenkt, als die Y¥-Masse. Diese

A — X-Aufspaltung (Modell II)
1600 | | | | |

1500 - i

1400 -

g =70 MeV fm?

1300 g =80 MeV fm3 .

1200 -

1100 -

1000 - i

900 - n

800 | | | | | | | |
0 10 20 30 40 50 60 70
g=4¢ [MeV fm?]

Abbildung 4.10: Die X — A-Aufspaltung fiir verschiedene Kopplungsstirken g, ¢’

Absenkung ist aber fiir ¢ = ¢’ = 70 Mev fm® noch nicht grof genug, um die ¥ — A-Aufspaltung
quantitativ beschreiben zu konnen. Dafiir mufl in der Tat ¢ > ¢’ gewihlt werden. In der Di-
plomarbeit von R. Ricken [36] wird gezeigt, daB diese ¥ — A-Aufspaltung fiir ¢ = ¢ > 0 von
der Differenz der Quarkmassen m, und m, abhingig ist und fiir gleiche Massen m, = m;
verschwindet. Die Aufspaltung mufl demnach eine Folge der Einbettungsoperation sein, da ge-
rade die Einbettungsoperation in unserem Modell die Flavour-SU (3)-Brechung beinhaltet. Die
Abschédtzungen (4.28) und (4.31) vernachldssigen aber die Einbettungsoperation, da sie nicht
die Wirkung der massenabhingigen Operatoren Q gemif Gleichung (4.29) beriicksichtigen.
Im Modell I fiihrt die Wirkung der Instanton-induzierten gg-Restwechselwirkung nicht auf
die gewiinschten Absenkungen der Oktett-Grundzustandsbaryonen ¥ und = gegeniiber den
Dekuplett-Baryonen ¥* und =Z*: Die Absenkung der =-Masse mit wachsender Kopplungsstirke
¢ fiir das strange-Diquark ist etwa doppelt so stark wie bei der ¥-Masse. Wihrend bei dem in
Modell I letztendlich verwendeten Wert der Kopplungsstirke ¢’ = 70 Mev fm® die Absenkung
der Y»-Masse noch ldngst nicht ausreicht, um eine akzeptable Anpassung an den experimentel-
len Wert der ¥-Masse zu erreichen, wird die = — E*-Differenz gerade richtig beschrieben. Die
berechnete ¥ — ¥*-Differenz betrégt gerade einmal die Hilfte des experimentellen Wertes.
Somit kénnen im Modell I neben den Oktett-Grundzustandsbaryonen N und A ebenfalls die
Grunzustdnde > und = nicht konsistent durch die Instanton-induzierte ¢g-Restwechselwirkung
beschrieben werden! Die Masse der =-Resonanz liegt sogar unterhalb der Masse der ¥-Resonanz,
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was ein unakzeptables Resultat des Modells 1 darstellt. Wegen der zu starken Absenkung der
A-Masse durch die nonstrange-Kopplung g und der viel zu schwachen Absenkung der >-Masse
durch die strange-Kopplung ¢’, ist ebenfalls die berechnete ¥ — A-Aufspaltung im Modell T un-
akzeptabel, da sie mehr als dreimal so grofl wie der experimentelle Wert ist.

Dieses Ergebnis unterstreicht noch einmal den Aspekt, dafi die Wirkung der ’t Hooftschen Kraft
insbesondere von der Art des gewidhlten Confinements abhingig ist. Dieser Aspekt schrankt
natiirlich die Méglichkeiten fiir die Parametrisierung des Confinements, also auch die Wahl der
Dirac-Struktur (hier die Dirac-Struktur der "Konstanten’ a,,) ein!

Die quantitativen Werte fiir die Absenkung M (ohne 't Hooft) — M (mit ’t Hooft) der Oktett-
Grundzustandsbaryonen durch die Instanton-induzierte Restwechselwirkung geben wir fiir beide
Modelle in der folgenden Tabelle an; zum Vergleich sind die entsprechenden experimentellen
Massendifferenzen zwischen den Oktett- und Dekuplett-Grundzustandsbaryonen angegeben.

Oktett-Baryon ‘ Modell I Modell 11 ‘ Experiment
N 246 MeV 286 MeV | N — A = 293 MeV
A 327MeV 284 MeV | A — X* = 269 MeV
by 106 MeV 195 MeV | ¥ — ¥* = 192 MeV
= 229 MeV 290 MeV | = — =% = 212 MeV

Fiir die ¥ — A-Massenaufspaltung ergeben die beiden Modelle folgende quantitativen Massen-
differenzen:

Y — A (Modell I) | & — A (Modell 1) | & — A (Experiment)
232 MeV | 99 MeV \ 77 MeV

Wir fassen zusammen:

e Unsere bisherige Diskussion der Instanton-induzierten gg-Restwechselwirkung hat gezeigt,
dafl mit dem Modell II die Struktur des Spektrums der Grundzustandsbaryonen zufrie-
denstellend beschrieben werden kann. Zun#chst beschreibt unter Vernachldssigung der
Restwechselwirkung das Confinementpotential in der richtigen Weise die Flavour-SU(3)-
Brechung, also die korrekte lineare Aufspaltung zwischen den Grundzustands-Baryonen
mit verschiedenem s-Quark-Inhalt.

Die 't Hooftsche Kraft, mit den in dem Modell II fixierten effektiven Kopplungsstirken,
fithrt schlieBlich zu der korrekten Absenkung der Oktett-Grundzustandsbaryonen N, A,
3 und = gegeniiber den den Dekuplett-Zustidnden A, ¥* und =*.

Auch die ¥ — A-Aufspaltung wird vom Modell 11 zufriedenstellend reproduziert.

e Das Modell 1 liefert bzgl. der Grundzustandsbaryonen keine zufriedenstellenden Ergeb-

nisse. Das Confinementpotential allein beschreibt schon nicht in der richtigen Weise die
Flavour-SU (3)-Brechung; die Absténde zwischen den Grundzusténden verschiedener Stran-
geness sind nicht dquidistant!
Dariiberhinaus bewirkt die Instanton-induzierte Restwechselwirkung nicht die korrekte
Aufspaltung zwischen den Dekuplett- und Oktettzustinden. Fiir N und X ist die Wir-
kung von ’t Hoofts Kraft im Vergleich zu den {ibrigen Oktettzustdnden zu schwach, so
daf} keine konsistente Beschreibung der Oktett-Grundzustandsbaryonen gelingt.

Die Roper-Resonanzen

Die experimentellen Baryonspektren positiver Paritidt zeigen die Auffilligkeit, daf} es fiir alle
Flavours des Flavour-Oktetts einen tiefliegenden, angeregten Zustand mit den gleichen Quanten-
zahlen des Oktett-Grundzustandsbaryons gibt, der innerhalb, oder sogar unterhalb der ersten
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Anregungszustinde negativer Paritit liegt:

Im Nukleon N%+—Sektor ist dieses der als Roper-Resonanz bekannte Zustand

1
NZE.(1440) .

+ +
Im A> und 335 -Sektor findet man die analogen als Roper-Typ-Resonanzen bezeichneten
Zustdnde

1 1
225 (1660) und AZL(1600) .

+
Im =7 -Sektor gibt es aufgrund liickenhafter Daten keinen experimentell evidenten Roper-Typ-
Kandidaten, jedoch kénnte der Zustand

=L (1950)

rkkko

mit dem Status , aber unbekanten Quantenzahlen J™ ein solcher Kandidat fiir den Roper-

Typ-Zustand im E%Jr—Sektor sein.

Die Massendifferenz der Roper-Zustdnde zu den iibrigen angeregten Zustdnden des 2hw-Bandes
betrigt etwa 200 MeV. Im nichtrelativistischen Quarkmodell [22,21] bewirkte die Instanton-
induzierte Restwechselwirkung zwar eine selektive Absenkung eines Zustandes des 2hw-Bandes
um ungefdhr diese Differenz von 150 MeV, jedoch lag in diesen Modellen das 2hw-Band selbst
um etwa 200 MeV zu hoch ("Roper-puzzle’), so dafl das sogenannte 'Roper-Problem” im Rahmen
eines nichtrelativistische Modells nicht gelést werden konnte.

Wir werden nun dokumentieren, daff im Rahmen unseres kovarianten Salpeter-Baryon-Modells

1 1
zumindest fiir die Resonanzen Nf*—l*_*(1440) und Ai:;(lGOO) das Roper-Problem unter Verwen-
dung der 't Hooftschen Kraft als Restwechselwirkung geldst werden kann. Fiir die Resonanz

Eé:;(lGGO) erhalten wir zumindest ein besseres Resultat, als im nichtrelativisischen Quarkmo-
dell.

Wir zeigen dazu in den Abbildungen 4.11 bis 4.14, wie sich die angeregten Zustidnde des 2hw-
Bandes in unserem Modell 11 unter der Wirkung von ’t Hoofts Kraft, d.h. mit wachsenden
effektiven Kopplungsstirken ¢ bzw. ¢’ verhalten. Zum Vergleich ist das im letzten Abschnitt
diskutierte Verhalten der jeweiligen Oktett-Grundzustandsbaryonen ebenfalls dargestellt.

Wie wir bei der allgemeinen Diskussion der Baryon-Spektren in Abschnitt 4.3.1 bereits gesehen
haben, haben wir nicht wie im nichtrelativistischen Quarkmodell das Problem, dafl die 2hw-
Biander zu tief liegen. Dieses ist von vornherein ein besserer Ausgangspunkt fiir die korrekte
Beschreibung der Roper-Typ-Resonanzen.

Ohne die Wirkung der 't Hooftschen Kraft (d.h. ¢ = ¢’ = 0) werden die ersten angeregten
Zustdnde durch diejenigen Baryonlbasis—Zustande dominiert, die Oszillatorwellenfunktionen der
Schale N=2 enthalten. Fiir den N2T-Sektor gibt es insgesamt vier, fiir die anderen betrachteten
Sektoren jeweils sechs solcher total symmetrischen Baryonwellenfunktionen aus der Oszillator-
Schale N=2. Je nach Mafigabe der Zahl flavour-antisymmetrischer Quarkpaare mit trivialem
Spin (d.h Spin-Flavour-Wellenfunktionen (25 + 1, F') = (2, 8) mit .5;; = 0) hat die "t Hooftsche
Kraft eine unterschiedliche Wirkung auf diese Zusténde. Fiir die Resonanzen, die durch (4, 8)-
Spin-Flavour-Zustidnde dominiert sind, hat die ’t Hooftsche Wechselwirkung kaum einen Einflu8,
dagegen erwartet man fiir Zustdnde die dominant aus (2, 8)-Zustédnden zusammengesetzt sind
eine starke Wirkung.

Die Abbildungen 4.11 bis 4.14 zeigen, das derjenige angeregte Zustand mit wachsender Kopp-
lungsstirke g bzw. ¢’ selektiv am stirksten durch die Restwechselwirkung abgesenkt wird, der
schon ohne die Wirkung der Instanton-induzierten Restwechselwirkung, d.h. fiir ¢ = ¢’ = 0 am
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N3+ Modell 11
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Abbildung 4.11: Die Absenkung der Roper-Resonanz Nf*—l*_*(1440)

tiefsten liegt. Die Absenkung dieses Zustandes ist dabei etwa genau so stark wie die Absenkung

des entsprechenden Oktett-Grundzustandes. Bis auf die Resonanz E*%*t(1660) sind Massen der
Roper-Typ-Resonanzen, gerade dann zufriedenstellend an die experimentellen Massen-Werte
angepafit, wenn die Kopplungsstirken so gew&hlt sind, daf§ auch die entsprechenden Oktett-
Grundzustinde angepaBt sind. Mit den Kopplungsstirken g = 80 MeV fm?® und ¢’ = 70 MeV

1
fm® kénnen wir bis auf Ei*t(1660) simtliche Oktett-Grundzustandsbaryonen und Roper-Typ-
Resonanzen an ihre experimentellen Massen zufriedenstellend anpassen. Die Abweichung der

berechneten Eé:;(1660)—Resonanzposition gegeniiber dem experimentellen Wert betrigt etwa
100 MeV. Dieses Resultat stellt gegeniiber dem dem Ergebnis des nichtrelativistischen Quark-
modells, in dem die Abweichung iiber 300 MeV betrug, zumindes‘lc einen Fortschritt dar! Wie
in der Abbildung 4.14 zu sehen ist, sagt unser Modell auch im Z2%-Sektor einen Roper-Typ-

—?7?

Zustand voraus. Dieser kann mit der Resonanz =, (1950) identifiziert werden.

In den Sektoren Nzt und Azt (siche Abbildungen 4.11 und 4.12) fillt auf, daf in Folge der
Instanton-induzierten Restwechselwirkung nicht nur ein Zustand, sonder in etwas schwicherer
Weise ebenfalls ein zweiter angeregter Zustand abgesenkt wird. Gerade diese Absenkung in Folge
der 't Hooftschen Kraft fiihrt zu der richtigen Anpassung dieser Zustinde an die experimentellen

L 1
Massenwerte der Resonanzen N*Z’*—l*_(l?lo) und Ai:;(1810).
Wir fassen zusammen:

e In jedem Sektor eines Oktett-Grundzustandbaryons kann man infolge von Instantoneffek-
ten die selektive Absenkung eines Zustands der 2hw-Schale beobachten, die ezcwa S0 stalrk
ist wie die Absenkung des Oktett-Grundzustands selbst. In den1 Sektoren N2% 111nd Azt
ist die Absenkung stark genug, um die Roper-Resonanzen N27(1440) und AzT(1600)
quantitativ richtig zu beschreiben. Die E%+(1660)—Resonanz wird zwar um etwa 100 MeV
verfehlt, aber auch dieses irgebnis ist eine wesentliche Verbesserung gegentiiber der nicht-
relativistischen Anwendung der ’t Hooftschen Kraft.

e In der nichtrelativistischen Anwendung der 't Hooftschen Wechselwirkung konnte das
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A2+ Modell 11
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Abbildung 4.12: Die Absenkung der Roper-Typ-Resonanz Af:;(lGOO)

"Roper-Problem’ nur ansatzweise geltst werden. Dieses Ergebnis macht deutlich, daf§ fiir
die Beschreibung der Roper-Zustidnde als Instantoneffekt, relativistische Effekte eine eben-
so wichtige Rolle spielen.
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Abbildung 4.13: Die Absenkung der Roper-Typ-Resonanz ¥2..(1660)
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Abbildung 4.14: Die Absenkung der Roper-Typ-Resonanz im Z21-Sektor
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1 3_
Die Aufspaltung zwischen AZ...(1405) und AZ...(1520)

Die A%_(1405)—Resonanz stellt bzgl. der in den Baryonspektren beobachteten Bandstrukturen
(diese spiegeln die Entartung der Zustédnde mit aufeinanderfolgenden Drehimpulsen wieder) eine
Ausnahme dar. Sie besitzt sogar eine niedrigere Anregungsenergie als die tiefsten nukleonischen
Anregungszustinde und is‘g der niedrigste Zustand negativer Paritdt iiberhaupt. Die tiefe Lage
gegeniiber der Resonanz A2 (1520) wird oft als Hinweis gedeutet, dafl Spin-Bahn-Aufspaltungen,
die aufgrund der signifikanten Drehimpulsentartung im Baryonspektrum eigentlich ausgeschlos-
sen werden, unter Umstidnden doch einen starken Einflufl auf das Baryonspektrum haben kénn-
ten.

Wir haben bereits bei der Diskussion des A-Spektrums gesehen daf} die Absenkung der Az™ (1405)-
Resonanz gegeniiber A3- (1520) tendenziell von den Modellen I und II richtig beschrieben wird.
Die Abweichung zur experimentellen Position betrdgt etwa nur 40 MeV. Die Abbildung 4.15
zeigt, dafl innerhalb unseres Modells diese Aufspaltung ebenfalls ein Instantoneffekt ist. In dem

Az~ und A3~ Modell 11

2000 T T T T T T T T 1

1800 _

1600 ‘A%_ _

1400 [ |[=—-7=—] —
Az

1200 -

1000 | | | | | | | | | | | | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 0 10 20 30 40 50 60 70
g [MeV fm?] ) g [MeV f?;”oS]
Abbildung 4.15: Die Aufspaltung zwischen AZ,..(1405) und A2...(1520) infolge der 't Hooft-
schen Kraft

Bild ist dargestellt, wie sich (im Modell 1) die Aufspaltung der beiden Zustédnde mit wachsenden
Kopplungsstirken g (im linken Teil) bzw. ¢’ (im rechten Teil) dndert. Fiir ¢ = ¢’ = 0 sind beide
Zustdnde im wesentlichen entartet. Die ’t Hooftsche Wechselwirkung senkt beide Zustdnde ab
und bewirkt gleichzeitig die gewiinschre Aufspaltung zwischen A%_(1405) und A%(1520). Fiir
die im Modell 11 verwendeten Kopplungsstirken ¢ = 80 MeV fm® und ¢’ = 70 MeV fm? fiihrt die
Absenkung der A3~ -Resonanz zu einer guten Ubereinstimmung mit dem Zustand A%_(1520).
Die A%_(1405)—Resonanz wird um etwa 40 MeV verfehlt. Die Verwendung der 't Hooftschen
Kraft in einem nichtrelativistischen Quarkmodell [23] konnte diese Aufspaltung nicht repro-
duzieren. Dies macht nochmals deutlich wie wichtig die Kovarianz fiir die Beschreibung von
Instantoneffekten ist.



Kapitel 5

Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit wurde ein relativistisches Quarkmodell fiir Baryonen untersucht, das auf der
Bethe-Salpeter-Gleichung in instantaner Niherung beruht. Zur Modellierung des Confinements
wurde ein linearer Potentialansatz gewdhlt, der mit einer Dirac-Struktur so versehen wurde, daf3
eine maximale Stabilitdt der Lésungsmannigfaltigkeit erreicht wurde und ebenfalls unerwiinsch-
te Spin-Bahn-Effekte beseitigt wurden.

Zur Beschreibung der Hyperfeinwechselwirkung (z.B. bei der N — A-Aufspaltung) wurde die
't Hooftsche, von Instantonen erzeugte effektive Restwechselwirkung benutzt, ein Ansatz, der
sowohl in nichtrelativistischen Quarkmodellen fiir Baryonen [23,21,22], als auch in einem ana-
logen relativistischen Modell fiir Mesonen [12,12,10, 11] erfolgreich getestet wurde.

Im Zentrum dieser Arbeit steht neben den theoretischen Grundlagen des Modells, das in die-
ser Form in der Literatur bisher nicht diskutiert wurde, der Effekt der 't Hooftschen Kraft.
Als wesentliches Ergebnis erhielten wir, dafi die Aufspaltung zwischen den Spin%— und Spin%—
Grundzustandsbaryonen, die oft auf den Ein-Gluonaustausch zuriickgefiihrt wird, ebensogut
durch die 't Hooftsche Kraft (in unserem Modell 1) geleistet wird:

Es zeigte sich, dafl durch 't Hoofts Kraft in Verbindung mit dem Confinement-Modell 11, dessen
konstanter Anteil eine Projektor-Spinstruktur besitzt, das Spektrum der Grundzustandsbaryo-
nen in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment beschrieben werden kann. Die Aufspaltun-
gen N — A, ¥ —3* =Z— =" zwischen dem Dekuplett und dem Oktett, sowie die 3 — A-Differenz
im Oktett wurden quantitativ richtig reproduziert. Das Modell I versagte dagegen diesbeziiglich
im strange-Sektor. )

Neu ist in unserem Modell, daB dieselbe Kraft auch die Roper-artigen Zustinde N271(1440),
A%+(1600) und E%+(1660) des Bayonspektrums quantitativ richtig beschreibt. Im nichtrelati-
vistischen Quarkmodell konnte die Verwendung der 't Hooftschen Kraft das "Roper-Problem’
nur ansatzweise 16sen. In beiden von uns vorgestellten Modellen 1 und II ist die Beschreibung
der Resonanzen N%+(1440) und A%+(1600) in sehr guter Ubereinstimmung mit dem Experi-
ment. Fiir die Resonanz E%+(1660) erreichen wir zumindest eine Verbesserung gegeniiber dem
nichtrelativistischen Modell. Ebenso wie die Roper-artigen Zustinde konnte das nichtrelativi-
stische Quarkmodell nicht die Lage der tiefliegenden A27(1405) beschreiben. Die Aufspaltung
zwischen den Resonanzen A%_(1405) und A%_(1520) wird oft als Hinweis gedeutet, dafi Spin-
Bahn-Wechselwirkungen unter Umstidnden doch einen Einflufl auf das Baryon-Spektrum haben
kénnten. Wir haben diesbeziiglich gezeigt, dafi auch dieses Phdnomen allein durch die Wirkung
der ’t Hooftschen Kraft erklart werden kann.

Weiterhin ist zu bemerken, daf§ aufgrund der Struktur unseres Confinementpotentials eine gute
Beschreibung der Baryonen-Regge-Trajektorien gelingt.

Die Genauigkeit, mit der in diesem Modell die Salpeter-Gleichung geldst wurde, ist allerdings
noch verbesserungsfihig. Unser Losungsverfahren ist durch die Wahl von endlich vielen Ba-
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sisfunktionen, nach denen die Salpeter-Amplituden entwickelt werden, beschrinkt und bei der
bisher erzielten Genauigkeit von etwa 30 MeV durchaus noch zu verbessern. Dies wird sich
insbesondere dann als notwendig erweisen, wenn unsere Amplituden zur Berechnung von elek-
troschwachen Figenschaften und Zerfallsobservablen benutzt werden, was im n&chsten Schritt
beabsichtigt ist. Als Grundlage fiir solche Rechnungen soll insbesondere das Modell 11 zukiinftig
dienen.



Anhang A

6-Punkt-Greensfunktion und
Bethe-Salpeter-Amplituden

A.1 Abseparation der ’Schwerpunktskoordinate’

Wir haben in den Gleichungen (1.33) und (1.34) die Bethe-Salpeter-Amplituden definiert als

XP apy (@1, 2, 23) = (0|7 (21) U (22) ¥ (23)| P)
XP gy (T1, T2, 23) = (P|ITW L (a))WE (xh) U (5)]0) (A.1)
Wir wollen nun die triviale ’Schwerpunktskoordinate’ X = %(wl + 22 + z3) abspalten, um

Amplituden xp o5,(&,n) und Xp g (€'s7') zu erhalten, die nur noch Funktionen der Rela-
tivkoordinaten £ = 2y — x5 und 7 = %(wl + 22 — 2z3) sind. Sei dazu P = Py + py + ps der
4er-Impulsoperator mit Eigenzustdnden |P) mit

P|P) = P|P) Pl0y=0 (A.2)
und ¥ (z;) ein Fermionfeldoperator.
Dann gilt:
U (2; + a) = W (;)e™*F (A.3)
und damit
XP agy (11,22, 23) = (0|7, (1) W (22) U (23)| P)

— <0|T6m15\1}iZ ($1)€_mp€mp\p%($2)€_mp€mp\pi ($3)€—iapeiap|]5>

= (0T} (21 + a) Ui (22 4 a)¥2 (25 + a)|P) e (A.4)

Setzt man nun ¢ = —X = —%(xl + 22 4+ 3) und benutzt die Gleichungen (1.14), so bekommt
man:

XP 0‘5’7($17$27$3) = e_iXPXP aﬁ’y(f?”) (A5)
mit
B A R SN R SR S
XP apy(§:1) = <0|T‘I’a(§f + 577)‘1’5(—55 + gn)\llw(gn)lﬂ . (A.6)
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Entsprechend findet man fiir die adjungierte Bethe-Salpeter-Amplitude

XP Oz’ﬁ"y’(xlh $/27 $é) = €iX/PXP ol B~ (5/7 77/) (A?)
mit
o //_7711/1/72 1/1/732/
XP arpry (§5 1) = <P|T‘I’a/(§f T30 )‘%/(‘55 + 577)%(577 )[0) . (A.8)

A.2 Minimum und Maximum dreier Zahlen

Das Minimum zweier Zahlen y und z kann dargestellt werden durch die Gleichung

min(y, 2) = 2y + =~ ly — =I). (A.9)
und das Maximum dieser Zahlen durch

max(y,2) = 5 (y+ =+ |y — =) (A.10)
Durch wiederholte Anwendung von A.9 ergibt sich dann fiir das Minimum dreier Zahlen x, y, z:

min(z,y,z) = min(z, min(y, z))

= —[z+ min(z,y) — |z — min(y, 2)|]

— N =

= Slet sl el = sly =2l = o = 5 (2= ly = 2]
= 35 29 29 5 Y Y .
(A.11)

Wir symmetrisieren Gleichung (A.11), indem wir iiber die Permutationen (z — y — z) den
Mittelwert bilden und erhalten den symmetrischen Ausdruck:

1[ac—l— +z
3 ¥

min(z,y,z) =
1
S 'EE FAEEE YR

1
20—y —=+1y =l
+2y —z—a+ |z — 2|
+2z — 2 —y + |z — yl])].
(A.12)

Entsprechend folgt aus (A.10) fiir das Maximum dreier Zahlen:

1
max(x,y,z) = §[$+y+z
1
+3 0y =2+ |2 = 2l + | = y)
1
(20 —y =z -y -zl

+2y—z—a— |z —z|
+2z -2 —y— e -yl
(A.13)



A.3. Die §-Funktion in der Greensfunktion 109

A.3 Die f-Funktion in der Greensfunktion

Um aus der Greensfunktion den Anteil zu extrahieren, der die Propagation dreier Quarks gqq —
qqq beschreibt, haben wir die Zeitordnung 29, 29 , 29 > w’(l), w’g, x’g fixiert, was zu einem Faktor
f(min (29, 29 ,29) — max(2y, 2’9, 2'9)) fiihrte (siehe Gleichung (1.30)).

Mit den Darstellungen fiir das Minimum (A.12) und das Maximum (A.13) dreier Zahlen in

Anhang A.2 findet man in Jacobi-Koordinaten:

min(ad, 3 ,23) = X° — A(E%, ) (A1)
max ('], 25, 2'9) = X" + h(—=¢°, =) (A.15)
mit
1 1 1
hOOE_{<O__O 0, 1¢0 )

3 1
0, 20 o 1Leo
+77+2€+|77 2EI

3 1
0 _ 20 0, 1e0
=3¢ +|n +2€|

+|l€°) = 20" } : (A.16)

Fiir die Funktion € in den Zeitvariablen gilt also

O(min(a?, 29, 23) — max(a'S, @5, #/5)) = H(X = X7 = h(¢®, ") — h(~€°, —n/)) . (ALT)

Benutzen wir nun noch die wohlbekannte Integraldarstellung der #-Funktion

00 = =L [0 A
@) = 5o [ e (A.18)

so bekommen wir schlieBSlich

_']50 X0_x"0_p 07 0y _p(— /07_ 10

. 0 0 .0 0 0 40 -1 Ly et P (€0m0)—h(—£",—n")
O(mln(xlv Lo 7$3) - max(x 15 Loy T 3)) - . 50 .
271 PV 4+ ¢

(A.19)

A.4 Der Zusammenhang zwischen Bethe-Salpeter-Amplituden
und der Greensfunktion im Impulsraum

Mit der Gleichung (1.35) im Abschnitt 1.2 haben wir den Zusammenhang zwischen den Salpeter-
Amplituden xp und x5 und der Greensfunktion ¢ im Ortsraum gefunden:

WA AN A
Gozoz’ BE! Ww’($17$27$37$17$27$3) -

d3P v ! ! !
- / m XpP aﬁw(xlv T2, $3) Xp O‘/ﬁ/'yl($17 Zg, 953)

x 0 (min (2, 23, 28) — max(«'}, 25, '5) )

+Terme, die nicht von gebundenen qqq-Zustinden der Masse M herriihren.
(A.20)
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Wir wollen an dieser Stelle herleiten, wie sich dieser Zusammenhang im Impulsraum darstellt.
Fiir eine kompaktere Schreibweise lassen wir simtliche Indizes fort und benutzen die Notation:

[P (pe, p) Xp (0 )| , = XP agy (P Pu)Xp oty (P P) (A.21)

oo’ BBy

Setzen wir in (A.20) das Resultat (A.19) aus Anhang A.3

0 0 6_2 PO XO X/O h(go 0) ( 5/07 n )
f(min (29, 2§ ,29) — max(z'}, 2’ dp°
1 2973 1 29 2772

PO 4 e
(A.22)
und die ’schwerpunktseparierten’ Bethe-Salpeter Amplituden(A.5) und (A.7) aus Anhang A.1

Xp(xlv T2, $3) = e_iXPXP (57 77) und Xp($/17 $/27 $é) = eiX PXP (5/7 77/) (AQS)

ein, so findet man nach Substitution der Integrationsvariablen P® — P° = (P° — wp) :

AW
Gy, 29, 235 27, 2%, 23)

_i/ AP _ipx-xn L X'p(&m) Xp(En)

(2m)4 2wp PP —wp i€
+ reguldre Terme fiir P° — wp | (A.24)
wobei die gestrichenen Amplituden
X pl&m) = e mer HET) y (¢ ) (A.25)
Xp (&) = e mem) M)y (¢ ) (A.26)

im Grenzfall P° — wp mit den Salpeter-Amplituden yp und yp identisch sind ! Verwenden wir
nun noch die Definitionen (1.38) und (1.39) fiir die Fouriertransformierten der Bethe-Salpeter-
Amplituden

xp(&n) = / (24:;5 (24:; e e P\ o (e, py) (A.27)

Py XP (Pg Pn) (A,28)

/

Xp(&n) = / e Aby e,
’ (2m)* (27m)1

sowie die Definition der Fouriertransformierten der Greenschen Funktion (1.18), so erhalten wir

das Resultat

—i XP apy(Pes Po)XP arpry (P D)
2wp PO —wp +ie

Goal 38 ' (P De, Py Des 1) =

+ regulire Terme fiir P° — wp. (A.29)
Dieses 148t sich noch durch eine einfache Rechnung in eine kovariante Form bringen:

XP aﬁw(pf pﬁ)XP alBl~! (pgvpn)
P2 — M? 4 e

Gaat 55" v (P Pe; Py Dy Ply)

+ reguldre Terme fiir P? — M2, (A.30)



Anhang B

Die Salpeter-Gleichung

B.1 Herleitung der Salpeter-Gleichung

Wir gehen aus von der 3-Fermionen-Bethe-Salpeter-Gleichung (2.2) im Ruhesystem des gebun-
denen Zustands P = (M, 0) = M mit einem instantanen irreduziblen 3-Fermionen-Wechselwir-
kungskern V und freien Quarkpropagatoren S¥':

1 1 1 1 1
Xar(pespy) = ST(GM +pe+ 5pq) @ 95 (3M = pe + 5pn) © S5 (5M = py)
d'p;  d*
. ¢ - S
X(_Z) / (277)4 (277;74 V(p£7 777]327]7;7) XM(p/gvp%)
ol 1 ol 1 1
= 5 (§M +pe+ 51’77) @ .5y (gM —Pet 51’77) @ S5 (gM — D)
d3p/ d3 /
. 3 4 Lo
x (=) /W ﬁ V(Bes Pos D> Py) @D Py)
(B.1)
mit
L dp? dp, ; ;
D (pe, py) = 2—7f 2= Xp ((p§7ps)7(p27pn)) |p=(ard) - (B.2)

Da der Wechselwirkungskern V nicht mehr explizit von den Relativenergien abhdngt, konnte
hier die pg 7pg—lntegra‘cion auf die Amplitude yas gezogen werden und fiihrte zur Definition (B.2)
der Salpeter-Amplitude.

Die pg 7pg—Abh:';ingigkeit der Bethe-Salpeter-Amplitude steckt jetzt nur noch in den freien Quark-
propagatoren Sf auf der rechten Seite der Gleichung (B.1). Um nun diese pg,pg—Abhéngigkeit
zu eliminieren und letztendlich eine Gleichung fiir die Salpeter-Amplitude @ zu erhalten, wird
die gesamte Gleichung iiber pg und pg integriert:

dOdO
; _i( dp dvy op 1

. B 1 1 1 1
(e, py) = 5 5r Ol (§M+p»s + §pn) ® Sy (gM — pe+ §pn) ® S5 (gM —pn))

d3p/ d3p/ o
X S T V(e By By D) B(FLL L) (B.3)
(277) (277)

Die pg,pg—lntegra‘cion iiber die freien Quarkpropagatoren ST SZ'Sf" kann mit Hilfe des Resi-
duensatzes analytisch ausgefiihrt werden. Dazu benutzen wir folgende Darstellung der freien
Fermionpropagatoren (siehe z.B. [19]):

SE(p) =

1
Y(pi) —mi + e
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~ 1 +(m 1 — (= 0
_ Z AT (7 , B.4
Z(p?—wi—l-ie i )—I_p?—l—wi—ie Z(p))'y (B.4)
wobei
. .+ Hi(p;)
Ai i Ew
: (7)) 2o
mit

—

w; = wi(p;) = /|Pi|* + m? und Hi(5:) =~° (35 +mi) = @-p; + B my .

Die A;t (p7) sind Projektionsoperatoren auf die Losungen positiver bzw. negativer Energie +w;
der freien Dirac-Gleichung im Impulsraum. Figenschaften dieser Projektoren sind in den Glei-
chungen (C.11) bis (C.15) in Anhang C zu finden.

Ausmultiplikation von

—i 57 (p1) @ 53 (p2) ® S5 (ps) (B.5)

liefert dann die acht Summanden

AP ) @ A (7)) @ AT (7) 12 @10 @ 40
(p] = (£)1w1 + (£)17e) (P — (F)awr + (F)2i€) (P — (£)3w1 + (£)3i€)

(B.6)

von denen nach Integration iiber pg und pg mittels Residuensatzes nur die Terme mit AT ®
AT @ AT und AT @ A; ® A5 von Null verschieden sind:
0 7.0

1 1 1 1 1
5 or Ol (3M + pe + 2pn) ® S; (3M pe + 2%) ® S3 (3M pn))

_[ AT oAl @A AT @Ay @AF

0 0 0
; : B.
M —wi —wy — w3 + 1€ M—|—w1-|-w2_|_w3_i€:|7 Dy ®y ( 7)

Damit erhalten wir die Salpeter-Gleichung wie in Gleichung (2.8) angegeben,also

A @A © AT AL ®A7 ® A3
O(5:. 7)) = 1 2 3 1 > 3 ] 0 0. o
(7% ) [M_Wl—wz—w:a—l-ie Yy Er— @@y
d3p/ diép/
3 " - —y
® - B.
X /(277)3 (27‘1’)3 V(pg’p”’p@pn) (ngpn) ( 8)

B.2 Der Zusammenhang zwischen der Salpeter-Amplitude &

und ihrer Adjungierten ®

Durch Integration {iber die Relativenergien im Ruhesystem des gebundenen Zustands werden
die Bethe-Salpeter-Amplitude yas und ihre Adjungierte yas auf die Salpeter-Amplituden

L dpg dp; B, ,
(P, py) = 2—7f 2o XP ((p§7p»s)7 (p%pn)) | p=(ar,6) (B.9)
dpg dp)

und - R, py) = [ o= 5 Xp ((p§7ﬁs)7(p27ﬁn)) | p=(a,6) (B.10)
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reduziert. Mit diesen Definitionen und den Definitionen (1.38) der Fouriertransformierten von
x und y bekommen wir im Ortsraum die Salpeter-Amplitude

- oy AP L A d%l o d o
o ¢ Py ipf s - _/ ¢ N —ipQtipe€  —ipQ4i .
0] = 2 tpe L)) — ¢ 4 P Pl P

(5777) / (277)3 (277)3 € € (pfvpn) (27‘_)4 (277)4 € € K (pfvpn)

= xw ((0,8),(0,7) (B.11)

und entsprechend die adjungierte Salpeter-Amplitude

S (E 7 D by i i ((0.6), 0.7 B.12
= AN ¢ Rl Dy p, =Y . .

(5777) = /(271_)3 (271_)3 € € (pfvpn) XM ( 75)7( 777) ( )

Die Salpeter-Amplituden im Ortsraum werden deshalb auch als ’equal-time’-Bethe-Salpeter-

Amplituden bezeichnet.

Mit der Definition (1.37) der ’schwerpunktseparierten’ BS-Amplituden folgt dann®:

Dupo () = (1L, SE+ SMUR0, S+ MU0, SplM)  (B3)
und
Do €)= (MWL, SE+ VA0, — €+ W20, 27)l0)
= (MO, S8 SR, 8 SO, SDI0) 2% 1 20
= (o0, %é’ + %ﬁ)W%/(O =€ DU, SDIMY % s 10
= L0, GE+ ZIUEO0, ~3E+ U0, DI 2%, 220,

= —Qz/ﬁ/,y/ (57 77) 72/a ’yg/ﬁ 7’3/’7 .
Wir finden also den Zusammenhang
éaﬁ'}/(€7 77) = /ﬁ/ (57 ) 72’a ’yg/ﬁ 7’3/’7 . (B14)

Dieser Zusammenhang bleibt natiirlich im Impulsraum erhalten, also

—

éaﬁw(ﬁ&pn) = _q)z’ﬁ’w’(ﬁf7ﬁﬁ) 72’& 'Vg'ﬁ 73’w (B15)

oder ohne Indizes

O, 7)) = —@' (e ) 1 @@ (B.16)
B.3 Die Salpeter-Normierungsbedingung fiir eine instantane Wech-
selwirkung
Ein im Ruhesystem instantaner 3-Fermionen-Wechselwirkungskern
K(S)(Pv pgpiwpgp%) = V(Pupvpmpvpgupvpnmp) (B.17)

mit

0
PM@V(P&EPmpvpgupvpnup) =0 (B.18)

"Wegen der gleichen Zeiten verschwindet der Zeitordnungoperator T.
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fiilhrt zu keinem Anteil in der Nomierungsbedingung (2.25). Im Ruhesystem des gebundenen
Zustands gilt deshalb

j/ dpe d'py
(2m)* (2m)4

wrlresm) g [5700] 5 [8500] 5 [sT00] ] arloeip) = i2
(B.19)
Benutzen wir nun 9 » .
550 [sFw)] = —%70 (B.20)

und die Definition der Vertexfunktion (2.19):

(pepn) = SFC sM+pet pn)®5 Car—pet pn)®5F( M — py) T(Pe, )

3

XM (pespy) = T(pe, Py) 51( M +pe Pn)®52( M — pe + Pn)®53( M —py,) ,
(B.21)

so folgt
dpe dp, - . . T
[ 5 o D B L e po) U (5 ) = 2M (B.22)
mit der Abkiirzung
I(pévpﬁ) =

1 1

——{ f( + pe + pn)’y 51( 3 M +pe + pn)®52( M — pe + pn)®53( M — py)

3

e oM +pe + pn)®5 ( M — pe + pn)’y SF( M — pe + pn)®5F( M - py)

1
+51(M+p»s+ Pn)®52(M pe+ pn)®53( o) 7 53(M pn)}-
(B.23)
Weil die Vertexfunktionen I' und I' im Ruhesystem nur noch Funktionen der riumlichen Rela-

tivimpulskomponenten pg,p;, sind, ist die Abhéngikeit des Integranden von den Relativenergien
pg und pg vollstindig durch die freien Quarkpropagatoren in Z bestimmt:

dps  d%y dp dp)
I'(pe, P — 7 T(7:,7,) = 2M . B.24
[ s s A | [ S5 5 T | D ) (B.24)

Die pg, pg—lntegration kann deshalb &hnlich wie bei der Herleitung der Salpeter-Gleichung mit
Hilfe des Residuensatzes analytisch ausgefithrt werden, indem wir wieder die Darstellung (B.4)
der freien Propagatoren S benutzen:

dp? dp))

Pe TPy 7
o7 27 (pe: )
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_ AT 9 AT ®Af AT ®A; @ A5
- (M —wy —wy —ws + 16)2 (M4 w; +wp+ws — ie)?

_ AT @A @ Af AT ©A7 @ A5
N M—-—w —wyg —w3 + 1e M+tw +wy+ws — tc

)70®70®70

2
) Yoy’ (B.25)

Mit Hilfe der Relationen (2.21) und (2.24) lassen sich nun die Vertexfunktionen I' und I durch

die Salpeter-Amplituden ® und ® ersetzen und es folgt unmittelbar:

B / d’pe  dp,
(2m)? (27)

@(Pe, ) V° @7 @7 @ (P, y) = 2M
Die im Anhang B.2 gezeigte Relation zwischen ® und @,

éaﬁw(ﬁévﬁn) = _q)z’ﬁ’w’ (ﬁf7ﬁ77) 72’& Pyg’ﬁ Pygw )

liefert schliellich die Normierungsbedingung (2.30) fiir die Salpeter-Amplituden:

d3p£ d3p b — — — —
/W ﬁ D7 5y (Pes Pn) Papy (P, ) = 2M,

bzw. wenn wir die Multi-Indizes unterdriicken

/ dpe  dpy

' (pe, pn) @ (Pe, py) = 2M.
(2r)3 (27)3 (Pe, D) P (Pe, Pin)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)



Anhang C

Dirac-Gleichung und Dirac-Spinoren

in der Weyl-Darstellung

C.1 ~-Matrizen in der Weyl-Darstellung

Seien v, die y-Matrizen in der Weyl-Darstellung;:

1 0 0 0

_ {0 &, R o -1 0 o
P)/M—(O.M 0)7 P)/ _77 7#«7 77— 0 0 _1 0
0 0 0 -1

wobei 09 = ¢” = 1 und oy, i = 1,2, 3 die gewdhnlichen Pauli-Matrizen sind:

(1) e (27) o)
10 ¢ 0 0 -1
sowie 69 = 0g und 6; = —o; fiir 1 = 1,2, 3. Wir haben also

0 0 1 i 0 o

7:(]1 0)’ 7:(—@ 0)‘
In der Weyl-Darstellung ist v° diagonal:

R N (2)[ _0][) ‘
Darstellungsunabhédngig gilt fiir die v-Matrizen die Antikommutator-Relation
sl =2

C.2 Die Dirac-Spinoren in der Weyl-Darstellung

Die freie Dirac-Gleichung fiir ¢ : R* — ¢ ist gegeben durch

(WM% — m) P(z)=0.
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(C.1)
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Im folgenden sei immer p° = w(p) = /[p]2 + m2 > 0, p= (w(p),p) und p= (—w(p),p) = —Pp.

Dann sind

= [ el o= [ e ©3)
Losungen der Gleichung (C.2) wenn v (p) und ¢~ () der freien Dirac-Gleichung im Impulsraum
(v(p) =m) v T (p) = Py —m) ot (p) =0

bzw.  (y(p) —m)¥~(p) = (P*ru—-m)¢7(p) =0 (C.4)

geniigen, wobei

v(P) == ( U?p) &E)p) )
mit!

o(p) = p'ou = plgz + 35 und G(p) = o(Pp) = p"5, = p’lge — G5 (C.5)

Der Triger der Dirac-Spinoren T ist die positive/negative Massenschale

RE = {p e RY (p,p) = m?, p= (&w(p),7) }- (C.6)
Mit Hilfe des Dirac-Hamiltonoperators
H(p) =~ (F-p+m)=ap+pm (C.7)
schreiben sich diese Gleichungen in dquivalenter Weise als Eigenwertgleichungen
H@) prp)=w® v (), HE) Y™ () = -w(@) v (7). (C.8)

T ist also ein Dirac-Spinor positiver Energie und %~ ein Spinor negativer Energie. Mit den
Operatoren

e L H(

AP =505 (C.9)

gilt eine weitere dquivalente Form der Dirac-Gleichung, ndmlich
AT (p) =T (), AT = ¢ () - (C.10)

Fiir diese Operatoren A%(p) : C* — C* gelten die Eigenschaften:
AE@]T = A% () (C.11)
MG ARG = AP (€.12)
AP ATH = 0 (C.13)
AT(P) +A (D) = Tge (C.14)
NE(p) Hi(P) = Hi(5) A5(5) = Fw(p) A* (C.15)

Wegen (C.11),(C.12) und (C.13) sind die A% () also Orthogonalprojektoren, die den C* in zwei
2-dimensionale orthogonale Teilrdume zerlegen.

Nach Gleichung (C.10) projizieren sie auf die Ldsungen positiver und negativer Energie der freien
Dirac-Gleichung;: fiir eine beliebige Funktion @ : R* — C* ist nach (C.15) U¥(p) = A (p)®(p)

1&5 (0’1,0’2,0’3)
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Losung der Dirac-Gleichung (C.7), also ein Spinor positiver bzw. negativer Energie.
Explizit ausgeschrieben lauten sie in der Weyl-Darstellung:

1 tw(p)l—-o-p m
M) = +2w(p) ( m j:w(ﬁ)][—l—&'-ﬁ) '

Ein 4-komponentiger-Dirac-Spinor positiver/negativer Energie 1% : RE — C* ist eindeutig
durch eine 2-komponentige Funktion (Pauli-Spinor) ¢ : Rt — C? festgelegt, so daff in der
Weyl-Darstellung

_ 1 Vo Pp)etp) \ 1 Vo (Pp)
Wm_ﬂW*W@w@)_ﬂW(W@)w@@m

—A 1 Vo) e () y\_ 1 —a (p) .
“dwm‘ﬁW*W@wa‘ﬁm(wa@@@m

Losungen positiver bzw. negativer Energie der Dirac-Gleichung im Impulsraum sind.

Hierzu einige Bemerkungen:

e 0 : R* — H ist der Vektorraum-Isomorphismus (d.h. linear und bijektiv) auf den 4-
dimensionalen reellen Vektorraum

H={A:C?=¢?4Al=4) (C.18)

der hermiteschen 2 x 2-Matrizen:

0 3.1 2

o +p° pl—ip
o(p) =pro, = Pl +35= p . C.19
(p)=p pw =D lg2 p (pl sz po—p3) ( )

mit det o(p) = p*p, = (p, p).

Die Pauli-Spinmatrizen o; , i=1,2,3 und bilden zusammen mit o9 = 12 eine Basis
{o,}u=0,..3 = {12, 01,02,03} von H.

o Fiir p° = w(p) > 0, p> = m? > 0ist o(p) positiv definit, so daB die Wurzel \/o (p) existiert,
fiir die man den folgenden expliziten Ausdruck angeben kann:

_owtm (C.20)

o
D= FemT
e Wir haben hier die Normierung der Spinoren so gewihlt, daf gilt:
T T — et o= et s
[T )] 4T (p) = [¢" (] ¢ (p) und [~ ()] ¥~ (B) = [p~ (D] ¥~ (). (C:21)
Mit Hilfe von Abbildungen T : RE — M(C,4 x 2) = {Menge der komplexen 4 x 2-Matrizen}

THp) : -t

. 1 o (Pp)
W”‘2M(W@) (©22)
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und

T (p) (ORI (i

. 1 —v/o (p)
U (wmp)) (C23)

kénnen also die Dirac-Spinoren, d.h. die 4-komponentigen Figenzustinde der Energieprojektoren
A* als "Einbettung’ von Pauli-Spinoren erzeugt werden:

VEE) =T T ), B =T () ¢ () - (C.24)

Man kann leicht zeigen 2 , daB fiir diese Einbettungsoperatoren die geforderten Eigenschaften

MEAT ) =T, A BT ) =0
AT =T"(), ATBHT (=0 (C.25)
gelten.
Auflerdem gilt:
o] o= . o] To-=1 (C.26)
) Tw=0 . [0 Trm=0 (C.27)

Mit (C.26) folgt die Eindeutigkeit der Einbettung, (C.27) zeigt die Orthogonalitét der beiden
Einbettungen zu Spinoren positiver und negativer Energie.

C.3 Die Darstellung von Poincaré-Transformationen auf den
Dirac-Spinoren

C.3.1 Spezielle Poincaré-Transformationen

Sei @ € R*, A eine spezielle Lorentz-Transformation und g das entsprechende Element der
Uberlagerungsgruppe SL(2,C), welches gegeben ist durch

go(p) gt =a(Ap) (C.28)
bzw.
(gT)_1 a(p) g~! = a(Ap). (C.29)

Die Koordinaten in zwei beliebigen Bezugssystemen gehen durch eine Poincaré-Transformation
(A, a) auseinander hervor:

= (A a)r=Av+a (C.30)

Die Darstellung der Poincaré-Transformation (C.30) auf den Dirac-Spinoren ¢*(z) ist gegeben
durch

(Paayt®) (2) = S5 v* (A7 (2 = a)) (C.31)

wobei sich die Transformationsmatrix S, in der von uns gewdhlten Weyl-Darstellung schreibt

als
S, = ( (gT)_ 0 ) : (C.32)

0 g

*Man benutze die Identitét \/cr (Pp) \/cr (p) = \/cr (p) \/cr (Pp) = \/p_2 =m.
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Im Impulsraum ist diese Darstellung D, ) gegeben durch:

(Pamyt™) () = ™ Sy vt (A7'p) . (Diawye™) (B) = €™ S, 6= (AT'5)  (C.33)

Fiir die Einbettungs-Operatoren (C.22) und (C.23) und die Transformationsmatrix S, findet
man folgende die Intertwining-Relationen:

S, THA D) = T*(p)¢ \(/@ ){\/U(Pp)gﬂ/"(?) (QT)_I} (C:34)
QWA—lp wp-1p, + M

5T = T0) L L fow oo rn ()} )

¢2wA_1]; (WA—lﬁ + m)

Aus diesen Intertwining-Relationen erhilt man fiir die 2er-Spinoren T (p) und ¢~ (p) mit

VrE) =T et ), B =T () ¢ ()

die Darstellungen

(Dm a)®

(P ” — [y e,

(C.36)

Im Falle einer 3-dimensionalen Drehung um eine Drehachse &, d.h. A= R € SO(3) und ¢ =0
gilt fiir das Element der Uberlagerungsgruppe:

= uwe SU(2) C SL(2,C) (C.37)

u = et (C.38)
u 0

o (1) o

und die Intertwining-Relationen (C.34) und (C.35) vereinfachen sich zu
STHR') =T P u, ST (R =T (5 u. (C.40)
Fiir die Darstellung der Drehung auf den 2er-Spinoren folgt damit

(Proe™) W) =ue (B D), (Dipoyy™) (B) =u e (R p) . (C.a1)

C.3.2 Die Paritatstransformation
Die Darstellung der Parititstransformation Pz = P(2° ) = (2%, —&) auf den Dirac-Spinoren
¥ (z) ist gegeben durch

(P4%) (@) = 7" ¥*(P z) (C.42)

und entsprechend im Impulsraum

(PH) () =" v (Pp),  (PYT) () =1"¢"(Ph). (C.43)
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Zwischen 4% und den Einbettungsoperatoren sind die folgenden Intertwining-Relation unmit-
telbar einsichtig:

VTP =THp) Iz, AT (P ) =T (5) (~1¢2) (C.44)

Daraus erhiilt man die Darstellungen der Parititstransformation auf den 2er-Spinoren ¢* und

wT:

(Pe™) (P =" (Pp),  (P¥7) () =% (PD) . (C.45)
Mit unserer speziellen Wahl (C.16) und (C.17) fiir die 4er-Spinoren ¢ (p), = (p) ist die Dar-
stellung der Paritétstransformation auf den 2er Spinoren ¢*,0~ besonders einfach und ist durch
die Transformation des Arguments p — Pp ohne eine zusitzliche Transformation auf dem C?
gegeben.
Man beachte den relativen Phasenfaktor —1 zwischen den beiden Darstellungen fiir 2er-Spinoren
positiver und negativer Energie !

C.3.3 Die Zeitumkehrtransformation

Die Zeitumkehrtransformation 7o = 7 (2%, %) = (=2 @) stellt sich auf den Dirac-Spinoren

¥*(z) dar durch
(T9%) (2) = —v"7*0* " (Ta) (C.46)

—71732(8 S) ez((l) _01) (C.47)

Die entsprechende Darstellung im Impulsraum ist gegeben durch

(Tv1) (p) = =" Py, (TY7) () = =" (Pp) - (C.48)

Mit Hilfe der giiltigen Relation eo”(p) = o(Pp)e findet man die Intertwining-Relationen zwi-
schen den Einbettungsoperatoren T und —y'y3:

mit

AL TH(Pp) =TH(p) e, AT (Pp) =T (p) c. (C.49)

Damit erhalten wir die Darstellungen der Zeitumkehrtransformation auf den 2er-Spinoren ¢
und 7

(Te") ) =™ (Pp), (T ) (D) =ev™ (Ph). (C.50)



Anhang D

Die Oszillatorbasis

D.1 Der harmonische Oszillator

Die Schréodinger-Gleichung des quantenmechanischen 3-dimensionalen harmonischen Oszillators

mit Masse m und Oszillatorstdrke k ist gegeben durch
Hosp¢(T) = E¢(&),
mit dem Hamilton-Operator
=)
1 .
Hosz = p—‘|‘_k|f|2 5 p=—ihV.
2m 2
Die Oszillatorfrequenz w und der Oszillatorparameter 3 sind definiert als:
[k [ h
w=3/—, B =1—.
m mw

Nach Reskalierung der Koordinaten mit dem Oszillatorparameter 3 d.h.

P=DBp,

&2
Il

| 8y

schreibt sich der Hamiltonoperator in dimensionslosen Koordinaten 7
Hosz = hw% (—A + |9~E|)

und wir erhalten die Differentialgleichung:

Hogsz gbnlm(%) = % (—A + |9~E|) ¢nlm(9~g) = Euim ¢nlm(%)

Die Losung dieser Differentialgleichung liefert die Eigenwerte
3
Eo i = hw <2n—l— [+ 5)

und unter Ausnutzung von

(D.1)

(D.2)

(D.3)

(D.4)

(D.6)

(D.7)

(D.8)
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D.1. Der harmonische Oszillator

die Eigenfunktionen
Gt (F) = By (1) Yo (9) (D-9)

nim

in Polarkoordinaten @ = (r, 8, ¢) = (r, ).
Hierbei sind
n: radiale Quantenzahl n=20,1,2, ...
I:  Drehimpulsquantenzahl [=0,1,2, ...
m=-l,—-l+1, .

3-Komponente des Drehimpulses

m: Loul=11
Die Funktionen Y7,,,(2) = Y, (0, ¢) sind die Kugelflichenfunktionen, welche Eigenzustinde der
22

Drehimpulsoperatoren L , L, sind:
2
Yin@) = 1+ 1) Yo ()
Y () = m Y, (Q). (D.10)

Ny

Sie kénnen durch die assoziierten Legendre-Polynome P/ (cos#) ausgedriickt werden:

— ! :
2[ —I— 1 (l m) le(cose) elm@ 7fﬁr m Z 0 (Dll)

)!

Il
n
=

3
pO
5
+

3

Fiir negative Werte von m gilt:
Yim(0,9) = (-1)" Ylf_m)(O,cp) . m < 0. (D.12)
Die Drehimpulsquantenzahl [ bestimmt die Paritit der Oszillatorfunktion (bﬁlm(f)
Yip(m— 0,04+ 7) = (=1) Y1, (0, ©). (D.13)
Die Kugelflichenfunktionen Y}, sind orthonormal
/ QY7 () Vi (Q) = S S (D.14)
und bilden ein vollstindiges Funktionensystem
00 +1
Yo Y (0.9)Yi(0¢) = ——2 80 -0) 6(p—¢) . (D.15)
= =, sin 6
Die Radialfunktionen Rgl(r) lassen schreiben als [21]
n 2041 N2
RE(ry= N2 S ot (C) o5 (5) (D.16)
u=0 p
mit den Normierungskoeffizienten
[-n+2 " 20(n + 1k + 3
Vi= et s | AR o)
T " it 1) (T(+3))
und den Summationskoeflizienten
204+ 1)1 INUE
= (=1 oe _@+DE (1) 2m (" _Ti+3) 2)3 . (D.18)
p) U+ 2p+ 1N 1) D(n+1+3)
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Hierbei sind die Funktionen I'(z) die gewdhnlichen Gammafunktionen mit

1
I'z+1)=2I(z) firzeR, I'(1)=1, F(§) = (D.19)
3 2n+1
und I'(n4+1)=n!, [(n+ 5):(2717“)\/_ fiirn € IN . (D.20)
Fiir die Radialfunktionen Rgl(r) gilt weiter
/ dr v? (B2 () ROy () = 8o, (D.21)
0

so dafl die Osrzillatoreigenfunktionen insbesondere auf Eins normiert sind:
/ el (7) (D.22)

Der Zusammenhang von ¢, (#) mit der normierten Oszillatorwellenfunktion ¢, (£) in der

nlm
reskalierten dimensionslosen Koordinate & = % ist offensichtlich gegeben durch

i () = 7% S (7) = 575 97} (;) (D.23)

Eine niitzliche Eigenschaft der Oszillatorwellenfunktionen ist die Tatsache, dafl die Fourier-
transformierte einer Oszillatorwellenfunktion wiederum eine Oszﬂlatorwellenfunktion ist. Ent-
sprechend unserer {iblichen Notation sei die Fouriertransformierte ¢nlm (p) von ¢nlm( 7) definiert

durch

(= [ s e 5, D.24)

oder umgekehrt
W) = [ @ e 0, (@) (D.25)

Dann findet man ndmlich fiir die Fouriertransformierte [21]:

1

O (B) = (=) (2m)3 67, (P) - (D.26)

D.2 Der harmonische Oszillator fiir drei Teilchen gleicher Mas-
se und Oszillatorstirke

Die in den ndchsten Abschnitten gefiihrte Diskussion {iber den harmonischen 3-Teilchen-Oszillator
bezieht sich auf den fiir uns in dieser Arbeit ausreichenden® Spezialfall gleicher Massen. Wir
halten uns in diesem Abschnitt an die Ausfiihrungen in [21]. Dort wird ganz allgemein der Fall
ungleicher Massen diskutiert.

Sei der Hamiltonopertator fiir drei Teilchen gegeben durch (p; = —zhﬁ)

), = Z”’+ Sk |7 - (D.27)

2m; Z<]

'Wir hatten zur Abseparation der Schwerpunktsbewegung in der Bethe-Salpeter-Gleichung die Jacobi-
Koordinaten (willkiirlich) wie die angepafiten Schwerpunktskoordinaten in einem nichtrelativistischen Zentral-
feldproblem fiir drei Teilchen gleicher Masse gewéahlt !
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Wir interessieren uns fiir den Spezialfall gleicher Massen m = m; = ms = m3 und gleicher
Oszillatorstirken k = ky = ko = k3, also

1 . . . 1 . . . . . .
1y = o= (I 41528 + 15s17) + 5 b (180 - & + 182 - &P+ 17 - &) . (D28)

Wir fithren nun die folgenden Jacobi-Koordinaten ein (vergleiche Gleichungen (2.82) und (2.83)):
Im Ortsraum:

1 3 P SR
S oL ¥ = —p+ —
X = §($1 + Ty + T3) V2 NG
L1 1 -
. r .. . iy = X — —p+ —=A
p = —=(F —9) o T2 V2 +\/g
V2 2
- 1 > 7 v
A= %(fl + @9 253) T3 = X = gA
(D.29)
und im Impulsraum (die kanonisch konjugierten Impulse):
15 1 1
S Bo= 2P+ —=h+ =P
P = (py+p2+p3) 3 V2 6
_ 1 L 1]3 1 1
Pe = E(Pl—Pz) e P2 =3 2 p‘|‘—6/\
1 J 2
P = ——=(p1 + pa — 2P s = —P—/=p
P \/6(271 + P2 — 2p3) D3 3 3P
(D.30)
Separiert man in der Schrédinger-Gleichung
HSY, Unrar(Th, 82, T5) = E Unpa(F1, To, T) (D.31)
in der gewohnten Weise die Schwerpunktsbewegung ab, d.h.
iPX
Unpn (T, B2, 83) = € 7 Onpa(p, V), (D.32)

so erhilt man die Schrodinger- Glelchung im Schwerpunktsystem (]3 = p1 + P2 + p3 = 0) fiir die
von den Relativkoordinaten p X abhidngigen Wellenfunktionen ®npaz(p), A):

HEGY ®niar (7, X) = Ex @npar(p, V) (D.33)

mit dem Hamilton-Operator
ab=o = —172+ll% |ﬁ|2+iﬁ2+ll% X2 (D.34)
OS2 T om e T 2 2m T2 ’ '
wobei k = 3k, sowie Py = —ihV_)p und py = —ihV .
Dieser Hamiltonoperator setzt sich also additiv aus zwei Hamiltonoperatoren hq ggz und hs osz
des quantenmechanischen 3-dimensionalen Oszillators zusammen:

H osz. = h1osz + haosz = Hizosz (D.35)

und beschreibt daher zwei ungekoppelte harmonische Oszillatoren, fiir die nach dem letzten
Abschnitt im einzelnen gilt:

052 651,09 = (5 B 58 V) 6100, ) = B gty 0, (P (D30

nplpmp
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mit By g 1,m, = hw(2n, +1, + %) und

. 1 . .
h2 0SZ ¢g>\l>\m>\ (A) = (2 A —I_ k |A|2) ¢n>\l>\m>\ (A) = E2 n>\l>\m>\ ¢g>\l>\m>\ (A) (D37)

mit Fy nalamy = hw(?nA + 1+ %)
Hierbei sind die Oszillatorenergie w und der Oszillatorparameter 3 wieder definiert durch

N

Hiz 082 q’]%LMa(ﬁv /\) En (I’NLMa(ﬁ X) (D-39)

Wir bekommen also:

mit den Eigenwerten
En=F+ F;=(N+3) hw, N =2n,+1,4+2n,+1,. (D.40)

Die Eigenfunktionen @NLMQ(,O_', X) von Hy; ogz sind das Produkt der 1-Teilchen-Wellenfunktionen
(p) und (bmlxmx( \), deren Drehimpulse 7, und Iy wir zum Gesamtdrehimpuls

np pMp
L=04+10, dhll,—0L] <L <Il,+1,, (D.41)
koppeln kénnen, also
8 Lo - 1L
o BN = ol D odl, V]
= Z <l ml)7 l/\7 m/\|LM> np pmp(p_j qbnklkmk (A) (D42)
Mp, M)

Die Eigenzustidnde von Hiy ggz sind somit durch die Quantenzahlen N, L, M, a charakterisiert,
wobei wir die Einteilchen-Quantenzahlen n,,{,, n\,{\ zu o zusammenfassen.

Die Oszillatorwellenfunktionen @%LMQ(,O_', X) haben eine definierte Paritdt. Diese ist durch

= (=)t = (—1)N (D.43)
gegeben, denn:
Va0 = [ edl (D] = el @, D]
= ()N (7N (D.44)

In reskalierten dimensionslosen Koordinaten
5 P = X 3 5
P= =, AE_7 ppzﬁpp7 P/\Eﬁp/\ (D45)
B B
schreibt sich der Hamilton-Operator in der Form

1 ~ ~ ~ A
Hiz0sz = hw§ (-Ap +1p? — Ay + |/\|2) (D.46)

und die Eigenfunktionen @(,3’, X) in den reskalierten Koordinaten stehen mit den Eigenfunktionen
®°(j, A) in folgendem Zusammenhang:

- ~ % _ 5N
(5, X) = 57 (5, X) = 5 @ (g,g) (D.47)
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Die Fouriertransformierte von ®7 (7, X) ist nach (D.26) wieder eine 3-Teilchen-Oszillatorfunktion:

&)ﬁ(ﬁpvﬁ/\) = /d3,0 N e—iﬁp'ﬁe—iﬁxx q)ﬁ(p—; ;\’) — (_i)QnP+lp+2n>\+l>\(2ﬂ-)3 (I)%(ﬁpvﬁk)
1 1 L
= (=N (27)° G (Do) @ 0 g, (D)) .
(D.48)

D.3 Talmi-Moshinsky-Transformationen

Wir betrachten orthogonale Transformationen der Jacobi-Koordinaten p und X der folgenden

Art:
~ j 1/ d >
( §, ) ( L L ) ( '§ ) mit d € R ,d> 0 beliebig. (D.49)
Vitd Vitd

Dieses sind sogenannte orthogonale Talmi-Transformationen der zwei harmonischen Oszil-
latoren hy ggz und hg ggy. Die Oszillator-Eigenfunktionen haben ein sehr angenehmes Verhalten
unter diesen Transformationen , denn die Darstellung von g, A — p', A" auf ihrer Basis ist end-
lich!

Die Transformation der Wellenfunktionen, welche als Talmi-Moshinsky-Transformation be-
zeichnet wird, stellt sich ndmlich wie folgt dar [31]:

L

Nptp

—

B L_ . . B 5anl”
(p_j ®¢n>\l>\( )}M - /Z/Z:/l/ <n;)l:)7n//\li\vL|nPlp7nAl/\7L>d {(bn;)[/p(p_i/) ®¢n/>\l/>\(/\/)}M
Tlptp™ Aty

(D.50)

Die Koeffizienten (n/,l},, n\l\; L|n,l,, n\lx; L)q bezeichnet man als Talmi-Moshinsky-Klammern,
im Spezialfall d = 1 werden sie in der Literatur auch Brody-Moshinsky-Klammern genannt.
Unter der Transformation (D.49) bleiben die Energie (N + 3) hw, der Drehimpuls L und die
Paritdt = erhalten. Deshalb besitzt die transformierte Oszillatorfunktion ebenfalls die Quanten-

zahlen N, L und M und es gelten die Auswahlregeln:

Energieerhaltung : n, + 1, 4+ 2ny + [ 2n, + 1, +2n)\ + 1}

Paritatserhaltung : (—1)1P+lk = (—1)%‘”& (D.51)
Drehimpulserhaltung : L, =L < L <Il,+1 '
-0 < L <IU+1

Die Klammern sind dariiberhinaus reell und unabhingig von M.
Die Transformation findet deshalb auf dem endlich-dimensionalen, invarianten Unterraum

U(N,L)=Span{|a; NLY = [n,l,, nalx; NL) } Nz2npti,42m, 41, (D.52)

lLo—Ix|< L <lp+iy

statt, der durch die Quantenzahlen N und L festgelegt ist. Die endliche Dimension eines solchen
irreduziblen Unterraumes zu N, L ist gegeben durch

S(L+1)(N—L+2)(N—-L+4) falls N— L gerade

SL(N—L+1)(N—-L+3) falls N — L ungerade. (D-53)

dim U(N, L) = {
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D.4 Satze von Jacobi-Koordinaten und ihre Darstellung durch
Talmi-Moshinsky-Transformationen

In dem bisher gewdhlten Satz von Jacobi-Koordinaten (D.29) und (D.30) ist das 3. Teilchen
ausgezeichnet, da die Koordinaten &5 bzw. p3 nur von einer Relativkoordinate ndmlich X bzw.
Py abhdngen. 1-Teilchen-Matrixelemente fiir das 3. Teilchen lassen sich in diesem Satz von
Relativkoordinaten besonders einfach berechnen. Durch zyklische Permutation der Quarkindizes
kinnen wir aus diesem Satz (=Satz 3) von Jacobi-Koordinaten (7, X) = (73, As) baw. (5, 7)) =
(Pss Prs) zwel weitere Sdtze von Relativkoordinaten bilden, in denen entsprechend das Teilchen
1 bzw. das Teilchen 2 ausgezeichnet ist.

Wir definieren:

e Jacobi-Koordinaten, Satz 1:

— = (w7 . 5 . 1 =
P 2(962 %) Ty = X+ —F72=p+—F=M
B 1 = 2 6
- Ty — 07 .1 1 -
A1 6(962-|-963 274) Fi o= X o —F 4 —X
2 6
(D.54)
1= 2
— — _P_\/i—’
) yal 3 3 A
P = —5(P2—Ps) ;o - ipo Lo 1o
\? R MRV v
D = —(py+ p3 — 2p R 1= 1 1
Py \/6(]?2 P3 P1) Py o= P — —=p, + —=ph,
3 2 6
(D.55)
e Jacobi-Koordinaten, Satz 2:
L1 1 -
T = X ——pfh+—=2A\
1 1 NG 2 52
ﬁz = —(fg—fl) . o 2.
\/5 = Ty = X — §A2
= 1
Ay = —(& ¥ — 2% R - 1 1 -
’ \/6(963—|_961 #2) Ts = X+ —2ht b
(D.56)
. 1= 1 1
1 o= gP—% p2‘|‘—6 A
Py = —=(P5— D) 1= f
2 , = —P—/=-p
\{ N7 3 3P
D = —(p3+ p1 — 2p: R 1= 1 1 .
P \/6(]?3 4l P2) Py = §P+_2 s+ _6]%



D.5. Ostzillatorfunktionen mit definierter Ss-Permutationssymmetrie 129

Dann gehen die Koordinatesitze 1 und 2 durch folgende orthogonale Transformationen aus dem

Satz 3 hervor: s
= = 1 3 —
1 P3 -3 P3
(£)-em(2)-(25 2)(8) om
2 2

— — 1 /3 —
(%)= (B)=(4 )(E). om

Dieselben Transformationseigenschaften gelten natiirlich auch fiir die relativen Impulskoordina-
ten, die sich ja in derselben Weise aus den kartesischen Koordinaten berechnen wie die Ortsko-

und

ordinaten.
Wir kénnen diese Transformationen in der Form (D.49) schreiben:

_5 1 V3 5
,21 _ % -3 ,23
2 2
= 1 N& o
p_2, _ % ) _)/03
(5)=(5 7)) oy

Die Transformation der der Jacobi-Koordinaten von Satz 3 nach Satz 1 bzw. Satz 2 durch
zyklische Permutation der Quarkindizes ist somit durch eine Talmi-Transformation der Form
(D.49) mit d = 3 gegeben und kann nach dem vorangegangenen Abschnitt durch eine Talmi-
Moshinsky-Transformation (D.50) auf den Oszillator-Eigenfunktionen dargestellt werden.
Demnach transformieren sich die Wellenfunktionen also wie folgt:

e Satz 3 — Satz 1:

und

5 5l
(90, @ 07,1, (D],
N L
= (=1 3 (el Lol mlii s (6] (A1) @] (K]
7oy lpynag Iy
(D.62)
e Satz 3 — Satz 2:
5 5l
RGO RNC
N L
= (=1)% Z (=) (npy 1y, ma,loys Dlingly, naly; Ls {qﬁf%l% (p2) @ qﬁf&)% (/\2)}M

TpglpaTag by

(D.63)

Die gleichen Talmi-Moshinsky-Transformationen gelten natiirlich auch wieder fiir die Oszilla-

1 1 L
torfunktionen (—i)" (27)3 [qﬁfplp(ﬁp) ® (bfklk(ﬁ}) im Impulsraum!
M

D.5 Oszillatorfunktionen mit definierter S;-Permutationssymme-
trie
Fiir die Konstruktion der total antisymmetrischen Baryonbasis benétigen wir O(3)-Oszillator-

funktionen mit definierter Ss-Symmetrie. Dazu muf die Darstellung der Generatoren (12) und
(123) auf den Oszillatorfunktionen bekannt sein. Wir haben die Relativkoordinaten p, A gerade
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so gewdhlt, dafl sie den gemischt symmetrischen irreduziblen Darstellungen der Permutations-
gruppe Ss entsprechen:

(12)(2‘):(j1 8)(2) <123>( ):(;Té —_lf)(

In diesen Koordinaten ist die Darstellung (123) auf den Oszillatorfunktionen gerade durch die
der Koordinatentransformation Satz 1— Satz 2 entsprechenden Talmi-Moshinsky-Transformation
(D.62) auf dem durch N und L vorgegebenen invarianten Unterraum ¢/ (N, L) gegeben. Wie un-
mittelbar einsichtig, ist die Darstellung von (12) gegeben durch

o >l
w

o >l

) . (D.64)

12 el (Do, D] = nee @ed, R . (D.65)

Die invarianten Darstellungsrdume der Permutationoperatoren I1 € Ss sind also die durch N
und L vorgegebenen Unterrdume U (N, L).

Wir wollen hier nicht im Detail auf die Konstruktion der Oszillatorzustinde definierter Sym-
metrie auf diesen Unterrdumen eingehen, sondern sie nur skizzieren und das Ergebnis angeben.
Eine ausfiihrliche Beschreibung ist in den Anhingen der Arbeit von W. Blask [21] bzw. originér
in [31] gegeben:

e Man wihlt die neuen Koordinaten
1
7 = —1ip0), d X D.66
= osi-ip. wd h= (i) (D.66)

in denen sich (12) als eine Vertauschung der Koordinaten und (123) als Multiplikation mit
einem Phasenfaktor darstellt:

m\ _ (01 Uil mo\ AT 1
“2>(m)‘(1 0)(n) <123>(ﬁ2)—( 0 )(n)
(D.67)

Fiir Oszillatorfunktionen in diesen Koordinaten sind die Darstellungen von (12) und (123)
sehr einfach:

(12) |ngy Ly gy s LM = (_1)ln1+l,,2—L |70135 gy 1o Ly 3 LM) (D.68)
(123) ngy by gy Ly s LM) - = ¢l 5 172y Ly 1y Ly s LM (D.69)

mit 29 = v = 2n,;, + 1, — (2n,, +1,,).

e Durch Anwendung von Young-Projektoren, welche aus (12) und (123) zusammengesetzt
sind, werden in diesen Koordinaten Oszillatorzustinde mit definierter Permutationssym-
metrie S, Mg, My, A konstruiert; anschlieend transformiert man iiber eine Brody-
Moshinsky-Transformation (d = 1) die Oszillatorzustdnde der Koordinaten 7,7, in Os-
zillatorzustdnde der standardméfligen Jacobi-Koordinaten p X.

e Die Osrzillatorfunktionen mit definierter Symmetrie Ry, des zu N, L gegebenen Unterrau-
mes (N, L) sind dann folgende Linearkombinationen der Oszillatorfunktionen (D.42):

(P X|"?7J?71"?72 Ly LM) Ry,
= Y [#L0ed D] A R~ i (14 (), (-1)")

nplpnklk

X (plpy nalx; L]ty by, s gy Ly 5 L)y (D.70)
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V= 2n771 + l771 — (271772 + l772) ‘ R ‘ RL) ‘
v>0 Ms %
M4 LQ( 1)”+1
=0 (mod 3) S %
(nm yIny) # (Mg L) A %
=0 (mod 3) S z
(nm slgy) = (g Uy ) A %

Tabelle D.1: Die Koeffizienten A(v, Ry) fiir verschiedene v und Symmetrietypen Ry,

mit den Brody-Moshinsky-Klammern (n,l,, nalx; L|ng,, 1, , ny, .5 L)1 Hierbei ist (£)p, =
+1 fiir Ry, =8, Ms und (+)r, = —1 fiir Ry, = A, M 4. Die Koeffizienten A(v, Ry) sind in
Tabelle D.1 angegeben.

Auch hier gelten natiirlich wieder die entsprechenden Gleichungen fiir die Impulsraum-Oszillator-

funktionen!



Anhang E

Drehimpulskopplungen und
Wigner-Eckart-Theorem

E.1 Drehimpuls-Eigenzustinde und Tensoroperatoren

Drehimpuls-Eigenzustinde

Die Eigenzustnde der Drehimpulsoperatoren J? und J; erfiillen die Relationen

JHljm)y = GG+ 1) lim) (E-1)
Jsljm) = m|jm). (E:2)
Die Wirkung der Auf- bzw. Absteigeoperatoren JL = J; £+ ¢ J; ist gegeben durch
Ji |im) = \JiG +1) —m(m £ 1) |jm=1). (E.3)
Sie sind normiert gemif
(G'm!|jm) = 8;; dm'm. (E.4)

Tensoroperatoren

Ein Tensoroperator der Stufe k mit 2k + 1 Komponenten ¢ = —k ...k ist durch sein Verhalten
unter Drehungen definiert:

Rw) TH Rw)™ =3 18 DB () . (E.5)
q/

Hierbei ist R(w) = e~ der Rotationsoperator und D;,q)(w) = (k, ¢'| R(w)|k, ¢) sind die soge-
nannten Wignerschen D-Funktionen.
Die Komponenten eines Tensoroperators geniigen den Vertauschungsrelationen

[Jg,T[k]} = ¢TH (E.6)

q

e TH] = Rk + 1) - glg+ 1) T, . (E.7)

Ein Vektoroperator T = (Ty, T3, T5) entspricht einem Tensoroperator erster Stufe Tl dessen

sphéarischen Tensorkomponenten Tq[l] folgendermaflen aus den kartesischen Komponenten T; des
Vektoroperators gebildet werden:

[1] 1 1 .
T = — Ty =F— (T £:T: E.8
+1 :F\/§ + :F\/i( 1= 2) ( )
™ = 15, (E.9)

132
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Ein Beispiel fiir einen Tensoroperator erster Stufe (k = 1):
Stellt man den Impulsvektor p mit Hilfe von Kugelflichenfunktionen in Kugelkoordinaten p, 8, ¢
(1]

dar und berechnet nach (E.8) seine drei sphérischen Tensorkomponenten Pri=—1,0,1 SO entspre-
chen diese im wesentlichen den drei Komponenten der Kugelflichenfunktion Yi:

pld = ﬁle m (0, 6). (E.10)

Das Skalarprodukt zweier Vektoroperatoren ty, £5 ist ein skalarer Operator und entspricht einem
Tensoroperator nullter Stufe. Dieser kann als die Kopplung (siehe Abschnitt E.2) der 1 und &5

entsprechenden sphéirischen Tensoroperatoren t[ll] und t[zl] dargestellt werden:

0
e - (E.11)

|
Bl
w
o~

E.2 Drehimpulskopplungen

Clebsch-Gordan-Koeffizienten

Seien |ji,m1) und |jz, mg) die Eigenzustinde zu den Drehimpulsoperatoren ]1 bzw ]2 Durch
Kopplung von [ji, m1) und |j2, m2) erhdlt man einen Eigenzustand |.J, M) zu J=J14 jo

[T M) =1 @ 12)la = D Guma, jamal JM) 1, ma) @ |z, ma). (E.12)

mi,m2
Analog gilt fiir Tensoroperatoren:
k ko] [B]
{Tl[ g1 2]L > (kiq1, kagalkq) Ty ql] 24 Tz[ : (E.13)
91,92

Die Koeffizienten sind die sogenannten Clebsch-Gordan-Koeffizienten. Sie erfiillen die fol-
genden Orthogonalitdtsrelationen

> (uma, jamal JM)(Gimy, jama|J' My = 8550 8nmr (E.14)
my,ma
Z<j1m17j2m2|JM><j1m1/7j?m/2|JM> = 5m1,m'15m2,mé' (E15)
J,M

Mit diesen folgen die zu (E.12) und (E.13) inversen Beziehungen

1, m1) @ |j2, m2) = Z<j1m17j2m2|JM> [l71) x |]2>]]{4 (E.16)
J,M
[4]
T o T = S (kvgy, kags|kq) [Tl[’“] ® TQ[’”]L . (E.17)
k.q

Die Clebsch-Gordan-Koeffizienten sind reell, die Phasenkonvention gemaf [30] lautet:
(J1d1, Jamz|JJ) > 0 fiir J1 2 Ja-
Die Umkopplung zweier Drehimpulszustinde liefert einen Phasenfaktor:

1)1 % 15)2lar = (FD 27T [15)2 < 1)l (E.18)
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3j-Symbole

Statt des Clebsch-Gordan-Koeffizienten benutzt man hdufig das sogenannte 3j-Symbol:

; ; J _1)h—ptM .
( 73;1 73;2 M ) = %@17%17]27”2”]\@ (E.19)

mit J = /27 + 1.

Die 3j-Symbole ( o2 s

) geniigen den folgenden Symmetrierelationen:
myp My M3

e Sie sind nur dann von Null verschieden, wenn gilt
|71 — j2| < J < ji+ j2 (Dreiecksungleichung)

my + mg + m3 = 0.

e Die Permutation der Spalten liefert i.a. einen Phasenfaktor, und zwar gilt:

( g s )ng ( Jo(y Jo2)  Jo®) ) (E.20)

m1 My M3 My(1) Mo(2) Mo(3)

) 1 wenn o gerade Permutation
mit C, =

(=1)1 2% wenn o ungerade Permutation.

Die Multiplikation der unteren Spalte mit (—1) liefert ebenfalls einen Phasenfaktor:

( JioJ2 Js ): (= 1)irtiztis ( juoooJz s ) (E.21)

myp Mgy ms —my; —Mmy —Ms3

e Sind alle m-Quantenzahlen gleich Null, so gilt

( «701 ]02 ‘]03 ) =0, falls j; + jo + j3 ungerade. (E.22)

In speziellen Fillen hat das 3j-Symbols eine besonders einfache Form, z.B:

j j 0 —1)91—m
( ' : ) = #5]41]42 5m1m2' (E'QS)

my —mo 0 J

6)-Symbole

Die Umkopplung dreier Drehimpulse oder Tensoroperatoren fiithrt auf die Definition der 6j-
Symbole:

k [k123] o
|:|:T1[k1] ®T2[k2] [ 12] ®T?Ek3]:| _ Z (_1)k1+k2+k3+k123 k12 k‘23 { Zl ka lil? }
q o 3 K12z ko
A [k123]
[Tl[’“] o [ o 7] 23]]

q

Die 6j-Symbole haben folgende Eigenschaften:
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e Sie sind invariant bei Vertauschung zweier Spalten oder zweier iibereinander stehender
Paare.

° { Ju T2 } ist nur dann von Null verschieden, falls gilt:
Ja Js Je
lj1=Jd2l < Js < g1+,
1 =5l < Jo < ji+Js,
lja—Jd2l < Jo < jatiz,
lja—Jsl < Js <Jjats. (E.25)

e Ist ein Eintrag im 6j-Symbol gleich Null, dann hat es die einfache Form

{ Ji o J2 3 }: (—1)artizts 50 S

g — ; T E.26
0 j4 74 32 73 235 Ciadh ( )

9j-Symbole

Die Umkopplung von vier Drehimpulsen oder Tensoroperatoren definiert die 9j-Symbole:

{ kv ko k
[12] [34]7 [K] o 1 2 K12
HTPﬂ] ® Tz[kﬂ ® {T:Eks] ® Tikd} ] = Y kizksakiskaa ks ka ks
4 k13koqg kis ko K

[13] (2411 [K]
HTI[’“] @ T:)E’“S]} @ [TQ[’“Z)] @ Tf“]} ]
q

(E.27)

Die 9j-Symbole haben folgende Eigenschaften:

e Die Vertauschung zweier Spalten oder zweier Zeilen fiihrt zu einem Phasenfaktor (—1)%,

wobei > die Summe {iber alle auftretenden Drehimpulse ist. Dariiberhinaus ist es invariant
unter Transponieren.

e Im Fall von Null-Eintrdgen vereinfacht sich das 9j-Symbol:

JioJ2 Ji2 (_1)]2+j12+]3+j13 : : :
: : : Jr o J2 J12
Jo s = O dhein T {j4 Js iz } (E.28)
J1z Jaa O
Ju 1 0 Ji J2 7 1
j2 j2 0 = jl j2 ] = A A~ . (E.29)
j 5 0 0 0 0 Jrjz2 ]

E.3 Wigner-Eckart-Theorem und reduzierte Matrixelemente

Das Wigner-Eckart-Theorem definiert das sogenannte reduzierte Matrixelementes der Ten-
sorkomponente Tq[k] eines sphirischen Tensoroperators:

—my g M2

(1, ma|T) | j2, ma) = (—1)7 1( ! /2 )<J1|IT[’“]||12>- (E.30)
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Die Abhingigkeit des gesamten Matrixelementes von den m- Quantenzahlen steckt in dem 3j-
Symbol. Mit der Kenntnis des reduzierten Matrixelementes (j;||7|[|j;) lassen sich also simt-
liche Matrixelemente zu beliebigen my, mo berechnen.

Im Fall eines skalaren Operators hat (E.30) die einfache Form:

. . 1 . .
Gyl T21" ') = = 83 0mm GIT) (E:31)
Fiir das reduzierte Matrixelement eines Tensorprodukts von Operatoren T und SIP! gilt:

eWenn beide Operatoren T und S auf verschiedenen Riumen wirken:

g g2 J

o w, . . g

Groga I [T @ 850 ety = G0 4 3 s GO Gal 1Y) (.32
kop

eWenn beide Operatoren T und S auf gleichen Riumen wirken:

<j||[T[k]®T[p]}[l]||j’> _ ]-l—H'JlZ{ Eop a}<]||T ||a><a||T ||]> (E.33)

Hiufig vorkommende, einfache reduzierte Matrixelemente sind:
GG = 5 dj; (F.34)
Gl = ¢nﬂﬁxz+m@f (E.35)

J
[Ll(1 LV




Anhang F

Dirac-Spinstrukturen und ihre

Darstellung auf dem Spinraum der
2 X 2 x 2-Amplituden

Die in dieser Arbeit verwendeten Wechselwirkungskerne sind im Impulsraum Faltungstypkerne,
die i.a. aus Summanden der Form

V(ﬁmﬁ/\vﬁ;vﬁ//\) = V(ﬁp - ﬁ;Nﬁ/\ - ﬁ/\) = U(ﬁp - ﬁ;Nﬁ/\ - ﬁ/\) [Fl @ F? & FS] & V}' (Fl)

zusammengesetzt sind.
Hierbei sei v(.,.) : R® x R® — IR ein reelles, skalares, d.h. rotationsinvariantes Potential,
welches nur von den drehinvarianten Koordinaten |p,|?, |[pa|*> und p,-p\ abhingig ist, also

V(Gps ) = (@, @) und (G, @) = (|57 D7, G- Tn)-

Mhoel,ol; : C'oCteC! - C*e C' @ € stellt die Spinstruktur (Dirac-Struktur) der
Wechselwirkung dar, und Vi beschreibt die Flavourabhidngigkeit der Wechselwirkung.

In diesem Anhang wird beschrieben, wie durch die Einbettungsoperatoren die oo Cct
Dirac-Spinstrukturen auf €? @ €? @ C? -Spinoperatoren reduziert werden.

F.1 Mogliche Spinstrukturen

Bestimmte Symmetrieforderungen an den Salpeter-Hamiltonian schrinken die méglichen Spin-
strukturen I'y @ I'; @ I's in dem Wechselwirkungskern (F.1) ein:

e Hermitizitdt von H (vergl. Abschnitt 2.3):

Mool =rerlerl=r el ol; (F.2)
e Symmetrie von H unter Paritdtstransformationen (vergl. Abschnitt 2.4.1)

= [N @oT®Ts,7°@1°91°] =0 (F.3)

e Symmetrie von H bzgl. positiver und negativer Eigenwerte (vergl. Abschnitt 2.4.3)

= [N T2 15,9 ©1°° @1%°] =0 (F.4)

137
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Die Hermitizitdtsbedingung (F.2) erfordert, dafl entweder alle I'; hermitesch sind, oder daf nur
ein I' hermitesch ist und die anderen beiden antihermitesch sind. Um nun Spinstrukturen zu
konstruieren, die mit Y9 © % @ 4° und v°° @ 4%° © v99° kommutieren, betrachten wir nun
folgende vier Klassen von Matrizen I' : C* — C*:

e Typ 1: [F,'yo]_ =0 und [F,7075]_ =0

_ A 0 . : 1. _ _ _ 1[@2 0
=1I= ( 0 A ) Beispiel: A = T2, d.h. I' = Iga = ( 0 g ) (F.5)

e Typ 2: [I,7°]_ =0 und [F,7075]_|_ =0

(0 A N 0 0 Tge
:>F_(A 0) Beispiel: A = 12, d.h.['=+" = ( e 0 ) (F.6)

e Typ 3: [F,'yo]_l_ =0und [[,7%°]_=0

B 0 A N 0.5 0 To
:>F_(_A 0) Beispiel: A = T2, d.h. ' =~y _(_1032 0 (F.7)

e Typ 4: [F,'yo]_l_ =0 und [F,7075]_|_ =0

. A 0 . - 1. _ _ 5 _ 1@2 0
=1I= ( 0 —A) Beispiel: A = Ig2, d.h. ' =+ = ( 0 g ) (F.8)

In allen Fillen bezeichnet hier A : €2 — C? eine (schief)hermitesche Matrix auf dem (2.
Dann geniigen folgende Kombinationen I'; der Typen 1 bis 4 den Kommutatorrelationen (F.3)
und (F.4) (Die in diesem Modell explizit verwendeten Spinstrukturen geben wir jeweils als
Beispiel an!):

e Typ I: I'y,I'y und I's sind vom Typ 1
(A O Ay 0 As 0
[F1®F2®F3]1—( 0 A1)®( 0 A2)®( 0 A3) (F.9)
Beispiel: A; =12 = M@ @3];=1gs @ s @ Tps

o Typ lI: Zwei der I'; sind vom Typ 2 und eines vom Typ 1

a:
_ 0 A 0 A Az 0
[F1®F2®F3]Ha—(A1 0 )®(A2 0 )@( 0 A3) (F.10)
Beispiel: A; = Ige = [[1 @ T2 @5l =7°@1° @ 1ps
b:
[0 A Az 0 0 Az
[F1®F2®F3]Hb—(Al 0 )@( 0 A2)®(A3 0 ) (F.11)
Beispiel: A; = gz = 1 @2 @ I3)p, =% @ Tge @90
c:
_ Al 0 0 A2 0 A3
[F1®F2®F3]Hc—( 0 A1)®(A2 0 )®(A3 0 ) (F.12)

Beispiel: A; =1¢2 = [h1 @@ sp, = g @ 7O ®~°
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o Typ llI: Zwei der I'; sind vom Typ 3 und eines vom Typ 1

a:
_ 0 _Al 0 _AQ A3 0
[F1®F2®F3]ma—(A1 0 )@(A2 0 )@( 0 Ag) (F.13)
Beispiel: A; = e = [['1 @2 @ I3y, = 7%9° @ v%9° @ 14
b:
B B U 81 Ay 0 0 —As
[F1®F2®F3]mb—(A1 0 )@( 0 A2)®(A3 0 ) (F.14)
Beispiel: A; = Ige = [[1 @ T2 @ Taly, = 799 @ Tge @ 4995
c:
(A0 0 —A, 0 —A;
[F1®F2®F3]mc—( 0 A1)®(A2 0 )@(A3 0 ) (F.15)

Beispiel: A; = Tz = [[1 @ Ty @ M)y, = Tpa @499 @ 495

o Typ IV: Zwei der I'; sind vom Typ 4 und eines vom Typ 1

a:
(A0 Ay 0 Az 0
[F1®F2®F3]Na_( 0 —A1)®( 0 —A2)®( 0 A3) (F.16)
Beispiel: 4; = e = [ @ T2 @ T3ly, =7°©@79° @ Ipe
b:
[ A0 Ay 0 Az 0
[F1®F2®F3]N5—( 0 —A1)®( 0 A2)®( 0 —A3) (F.17)
Beispiel: A; = e = 1 @2 @ U3l =79° @ Igs @4°
c:
A 0 A, 0 As 0
[F1®F2®F3]Nc—( 0 A1)®( 0 —A2)®( 0 —A3) (F.18)

Beispiel: A; =12 = @@ 3]y, =104 @ v @

F.2 Reduktion der Spinstrukturen

Zur Berechnung der Wechselwirkungsmatrixelemente in Abschnitt 3.3.1 bzgl. 2x2x2-Baryonbasis-
zustinde wird mit Hilfe der Einbettungsoperatoren T+ (P, P\) der auf den 4 x 4 x 4-Amplituden
wirkende Wechselwirkungskern v° ©+°@~° V(p, — P, Pa— Py) zu Operatoren reduziert, welche
auf 2 x 2 X 2-Amplituden wirken.

Mit der Identitédt (3.58)

7
T+(ﬁp7ﬁ/\) = Zﬁgz(ﬁpyﬁ/\)
=0
7 .
N ' N e = . _ [+l fiire=0,1,2,3
T (ppvp/\) = ;62 ,T?—zQz(ppvp/\) wobei ¢; :{_1 fiir ¢ = 4,5,6,7 (F.19)
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fithrt dies zu der Zerlegung
S ot S -
[T (5, 5] 710 @90 @9° V(5 = B — 3) TE= (5, 5)

77
R ()2 , N
= Y3 QL@ IV (B, = B Py — ) Qu(F, Y - (F.20)
m=0n=0

Die Einbettungsmatrizen 7; reduzieren hiebei die Spinstruktur im Kern V(p, — p),, ph — p}}) zu
Spinoperatoren 7:2 [vol'1 @ vol's @ vol's] 7, auf dem C?eCte

o 5 N _ ot - R y

Von (5, = B i — ) =T [0@% @70 V(5= i -] T
= o(|p, = B,1, 1Px — 2\|) T [rol't @ vol'2 @ 70l's] 7o @ Vir

+— — — — —
Von (B, = B = ) =T [0©@%0@7% V= 5 b - 5] e T
= v([p, - ]7p|7 [Py — ﬁlAD TT)TL [Yol't @ vol'2 @ vol's] €, Tnr @ Vr

—+ o . — —
Vo (5 = By h = PN Z e T [10©% 0% VI(F,— i — )] T
= o(lp, = B,l, 1P — PAl) em T ol @700z @ v0ls) T © Vi

V;l; (ﬁp - ﬁ;ﬂﬁ/\ - ﬁ//\) =€y 7~7T—m [70 & Yo & Yo V(ﬁp - ]31)717/\ - ﬁ/\)} €n ﬂ—n
= v(|p, — B, 1Px — BAl) 6mT;r_m ol't @ vol'e @ yol's] €, Tr—n @ Vir

(F.21)
Wegen der Bedingung (F.4)
(1@ @ 15,97 9% ©9%°] =0 (F.22)
gilt fiir diese Komponenten:
-— - o -
Vomn (pp _17;)7])/\_]7:\) = —Vmn (pp _ﬁ)vpk _ﬁ//\) (FQS)
-+ - = -
Vomn (Pp _Zjlp?pA_ﬁA) = Vomn (Pp—ﬁ'mpA —ﬁA) (F.24)
Dieses zeigt man sehr leicht mit den giiltigen Beziehungen
@T—i = P00 T, e 9108’9, =0
aT, = -7 e 0% . (F.25)

Wir wollen die Darstellung der Dirac-Strukturen I'y @ I'y ® I's vom Typ I, II, Il und IV als
Spinoperatoren ’Tﬂz [vol't @ vol'2 @ yol's] 7, auf dem C?@C? e C? explizit angeben: Man findet
allgemein fiir alle Typen:

T vl @ vl @vl3] T, = DRI (T @l 0Ts) A © Ay @ Ay (F.26)

TT)TL [vol'1 @ v0l2 @ 70ls] €. Tor = Do (D1 @T,@T5) A @ Ay @ As (F.27)
T [t @002 @700s] To = Dpf (M1 @l:@0s) A1@ Ay 0 Ay (F.28)

em T 071 @ 9002 @70Ts] €0 Trn = Do (D1 @To @Ts) A @ Ay @ A5 (F.29)
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Die D%l)l(i)r‘) sind jeweils 64 reelle Koeflizienten mit D%l)l(i)r‘) (Mely®ls) € {-1,0,+1}. Die
Forderungen (F.3) und (F.4) fiihren dazu, daf von diesen 64 Koeffizienten nur 8 Koeffizienten
ungleich Null, also £1 sind. Wegen (F.23) und (F.24) gilt auflerdem:

DL.(Ti@ly@Tls) = —DEE(@Ty @) (F.30)
DyiTiol,@ls) = Dio (M @l®ls) (F.31)

Dariiberhinaus laBt sich D+t~ aus D** berechnen, nach (F.26) und (F.27) gilt ndmlich
DI (M@l @) =¢, D;(ﬁ_n)(rl @y @1T3) (F.32)

Es reicht also die Kenntnis von D1+,
Explizit bekommen wir fiir die Spinstrukturen Typ I bis IV:

Typ I

D;Ir:;lz_ ((Fl @@ F3)Typ I) =

+1 0 0 0 0 0 0 0
0 +1 0 0 0 0 0 0
0 0 +1 0 0 0 0 0
0 0 0 +1 0 0 0 0
Dt (Mge @ Tga @ Tge) = 0 0 0 0 -1 0 o0 o0 (F.33)
0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0
0o 0 0 0 0 0 0 -1
Typ Ila
D;Ir—;‘;l; ((Fl & FQ & F3)Typ ]Ia)
+1 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 +1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 +1 0 0
0 0 0 0 0 0 +1 0
0 0 0 0 0 0 0 -1
Typ 1Ib
D;Ir:;lz_ ((Fl @l ® F3)Typ Hb) =

+1 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 +1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0
0 0 0 0 0 0 +1 0
0 0 0 0 0 0 0 -1
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Typ Ilc

Dt ((F1 @y @ FS)Typ ]Ic)

+1 0 0 0 0 0 0 0
0 +1 0 0 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
DT-I;L;I; (]I®4 ® 70 ® 70) = 0 0 0 0 ‘|‘1 0 0 0 (F36)
0 0 0 0 0 +1 0 0
0 0 0 0 0 0 -1 0
0 0 0 0 0 0 0 -1
Typ Illa
D;Ir—;‘;l; ((Fl ® FQ ® F3)Typ ]]Ia)
0 0 0 +1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
+1 0 0 0 0 0 0 0
DI (Y 0y @ 1) = 6o 0 0 0 o0 o0 o 1| ®3
0 0 0 0 0 0 +1 0
0 0 0 0 0 +1 0 0
0 0 0 0 -1 0 0 0
Typ b
D;Ir:;lz_ ((Fl @' ® F3)Typ ]]Ib) =
0 0 +1 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
+1 0 0 0 0 0 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 0
++/,.0.5 0.5y _
Dmn (7 Y ® ]I®4 ® Yy ) - 0 0 0 0 0 0 ‘|‘1 0 (F38)
0 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 +1 0 0 0
0 0 0 0 0 -1 0 0
Typ Illc
0 +1 0 0 0 0 0 0
+1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 -1 0 0 0 0
0 0 -1 0 0 0 0 0
++ 0.5 0.5y _
D (Mgay™y @ @y™y°) = 0 0 0 0 0 +1 0 0 (F.39)
0 0 0 0 +1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 -1
0 0 0 0 0 0 -1 0
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Typ IVa

2R ((Fl @l ® F3)Typ IVa) =

6 0 0 41 0 0 0 O
6 0 41 0 0 0 0 O
0O 41 0 0 0O 0 0 O
it 5 5 _ +1 0 O O 0 0 0 0
Dmn (7 ® Y ® ]I®4) - 0 0 0 0 0 0 0 -1 (F40)
6 0 0 0 0 0 -1 0
6 0o 0 0 0 -1 0 0
6 0o 0 0 -1 0 0 O
Typ Vb
6 0 41 0 0 0 0 O
6 0 0 41 0 0 0 O
+1 0 O O 0 0 0 O
0O 41 0 0 0O 0 0 O
++ (.5 5V
6o 0 0o 0 0o 0 0 -1
6 0 0 0 -1 0 0 0
6 0 0 0 0 -1 0 0
Typ Ve
2R ((Fl @l ® F3)Typ Ivc) =
0 41 0 0 0O 0 0 0
+1 0 O O 0 0 0 O
6 0 0 41 0 0 0 O
0 0 41 0 0 -1 0 0
++ 5 5 —
Ponlle:@97@77) =1 g g o9 o -1 0 o o | 4
6 0 0 0 0 0 0 0
6 0 0o 0 0o 0 0 -1
6 0 0 0 0 0 -1 0
Fiir diese Typen von Spinstrukturen haben wir dann
(B2, i . -
Vo (B, = Bl B — ) = 0B, — B n — PA) DENE (T @T @Ts) A1 @ A, @ A3 @ Vi .
(F.43)

Damit folgt fiir die Zerlegung (F.20):
I " "
[T (5, )] 10 @90 @0 V(5 — i — ) T2 (3, 74)

7 7
= > > DEME( 9Ty @Ts)

m=0n=0
Qin(ﬁpvﬁ/\) [U(ﬁp - ]7;)713)/\ - ﬁl/\) Al & AQ & AS & Vf} Qn(ﬁ:ﬁﬁl/\)
(F.44)
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Da die D®)1(F)2 nur acht Eintrige ungleich Null besitzen, besteht diese Zerlegung aus insgesamt
acht Summanden. Die verschiedenen Typen von Dirac-Spinstrukturen unterscheiden sich also
auf der Ebene der dreifach tensorierten Pauli-Spinoren durch die verschiedenen Kombinationen
der acht Operatoren Q,, links und rechts des Potentials v(p), — ]3;), —py\) AL @ Ay @ Az @ V.
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